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基于 ()*+,-./01+2近似，通过对配分函数的高温展开确定了体系的有效态密度，得到了在忽略相互作用下，低
维受俘获原子玻色爱因斯坦凝聚的临界温度，并计算出了临界温度附近体系的比热容随温度的变化行为 3研究结
果表明：二维情况下，体系的比热容 !正比于 " %；而在一维情况下，!随温度呈线性增加 3
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" > 引 言

自从玻色.爱因斯坦凝聚（?6@）的概念提出以
来，物理学家们对此进行了大量的研究工作 3 %$$"
年的诺贝尔物理学奖就授予了美国科学家 A20+,<，
@*1<077和德国科学家 B0::0170，以表彰他们在俘获稀
薄碱金属原子气的 ?6@和对凝聚体特性的早期基
础性研究所取得的成就［"］3近几年对 ?6@的研究主
要集中在三维束缚势下，凝聚体的相变特性及其他

平衡态特性 3随着实验技术的不断改进，低维体系
?6@已经被 CD172:E等［%］在实验上实现 3他们通过降
低三维凝聚体的平均场相互作用能，使得处在俘获

势中的原子在一个或两个方向上受到更紧的束缚，

原子在这个或这两个方向上的能级差远大于在另外

方向上的能级差，从而得到二维和一维凝聚体 3在一
些其他的实验中也得到了低维的 ?6@，例如在’ F2.
GF2混合体系［#］中与在微型芯片上［&］实现的 ?6@3
这些实验为长期以来关于在低维体系中 ?6@

现象是否存在的争论提供了很重要的佐证 3我们知
道，对于均匀的理想气体，在空间维数 #!%时 ?6@
现象是不可能发生的 3更严格的数学推导已经把这
个结论推广到了存在相互作用的玻色系统中［4］3但
另一方面，当系统处于束缚势场中时，对于二维玻色

体系，相变温度 "8 满足 $"8 H!"
’%
!"%

［’］

；对于一

维体系，相变温度 "8 满足 "8 H $>%"$
［#］（其中 "$ 是

理想玻色气体的凝聚温度），可以实现 ?6@3应该注
意的是：上述的实验均是在热力学极限下（%#I，

&#I，%& H常数）进行的，而实际上被束缚的原子

数（大约 "$J 个）要远远偏离该极限，凝聚的原子数
则更少（大约 "$#）3因此有必要讨论有限粒子数情况
下量子体系的凝聚特性 3本文的目的就是把文献
［G—J］的工作推广到低维情况，根据 ()*+,-./01+2
近似，利用高温展开方法确定有限数目原子体系的

有效态密度 3利用该态密度研究体系临界温度及临
界温度附近体系的比热容行为 3

% > 二维玻色体系

考虑被束缚在二维谐振子势 &（ ’，(）H "
% )

K（"%
’’% L"%

((%）中的 % 个无相互作用的原子，它们
具有如下的能级结构：

*+ H!" (’ +’ L )"
% L!" (( +( L )"

% 3 （"）

则该体系的正则配分函数为
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+
0M#*+

H $
I

+’，+( H $
0M#（+’"’ L +("(）

第 4#卷 第 &期 %$$&年 &月
"$$$.#%J$N%$$&N4#（$&）N$JJ".$4

物 理 学 报
O@(O PQRST@O STUT@O

V*734#，U*3&，OW127，%$$&
"

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%$$& @)2<3 P)X-3 S*83



! "
（" # $#!"!）（" # $#!""）

% （&）

这里我们采取了自然单位（# ! "），并将基态能量对
配分函数的贡献暂时除去，在以后的讨论中我们将

单独考虑它的作用 %在原子的 ’()实验中，体系一
般处在 "**!+—"** ,+的温度区间，当原子开始在
基态上凝聚时，体系的温度稳定在 "** ,+的量级 %

因此在整个实验过程中，体系的环境温度要比"#

$’
!

"** ,+大得多 %这样我们可以将 %（!）按小量!"# 展

开成如下的形式：

%（!）! &&!
#& - &"!

#" - &* - ’（!），（.）
式中

&& ! "
"!""
，

&" ! "
&"!""
（"! -""），

&* ! "
"&
"!

""
-""

"!
-( ). %

（/）

应该强调的是，上述的展开是在 01234567$839
近似的条件下进行的，即条件!"#""（ # ! !，"）必须
得到满足 %展开式（.）中等号右端第一项是热力学极
限下的结果，第二项则是有限粒子数的修正 %
利用态密度可以将配分函数 %（!）写成积分的

形式

%（!）!#
(
$#!)(

!$
:

$*

%（)）$
#!);)， （<）

式中$* 为系统的基态能量 %在本文的情况下$* !
"
&（*! - *"），%（)）为体系的态密度 %我们把%（)）

展开能量 ) 的级数形式

%（)）! #
:

( ! *
+()( % （=）

从（.）和（<）式不难发现，%（)）的展开式（>）中
只有 ) 的一次幂和常数项起重要作用 %故（=）式可
近似为如下形式：

%（)）! +" ) - +* % （>）
将（>）代入到（<）式中，并与（.）式比较，得到如

下关系：

+" ! &&，

+* ! &" %
下面我们将利用（>）式来计算体系的临界温度

,?，并据此来研究体系在临界温度附近比热容随温

度的变化 %由玻色分布

(（)#）!
"

- #" $!) # "
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其中 - ! $!)为逸度［"*］，得到系统中总的粒子数
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用积分形式表示为

. ! (* -$
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式中 (* 为处于基态能级上的粒子数 %这里我们取积
分下限为$*，以避免可能引入的非物理的结果 %将
（>）式代入，经过计算得
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式中 /(（ -）为玻色积分 %引入特征温度 ,*，

,* ! "
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表示在热力学极限下，处于各向异性谐振子势场中

玻色体系的临界温度［=］%则基态原子数 (* 与体系原

子总数 . 的比值
(*

. ! " # ,&
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原子开始在基态凝聚时，体系临界温度表示为

,? ! ,* " -
+*!*

&+" /&（"）
B,（!*$*）- !*$*

&/&（"[ ]） %

（"/）
从图 "可以发现：随着粒子数 . 的增大，体系

的临界温度 ,? 也随之增大 %但应注意的是，由于
（"/）式等号右端第二项的绝对值要远大于第三项 %
因此 ,? 总是小于 ,*，它们之间的差别主要取决于

体系中粒子数的大小和束缚势的形状 %
当 ’()开始出现时，体系的比热容在临界点附
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图 ! 二维束缚势中凝聚的原子数随温度的变化 曲

线从左到右原子数依次为 !"""，#"""，!""""

近发生突变，此即著名的!相变 $通过对!相变的
研究可以确定体系的临界温度，研究体系的低温特

性 $因此我们有必要讨论体系比热容在临界点附近
的温度特性 $热力学势为
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由关系 ’ % !
(
!!
!)
，并略去基态能量对热力学势的贡

献，我们得到体系比热容在临界点附近的温度特性，
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当 ) 4 )3 时，体系的比热容随 ), 变化，) % )3 时达

到最大值，

’678 % !
(*),

3

0%!

$
1
3
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$
-
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且在该点 !’
!( )) ) % )3

不连续，这表明了 :;< 开始出

现 $

- = 一维玻色体系

对于束缚在一维谐振子势场 +（ ,）% !
, -., ,,

中的原子，其能级为

#" %&’ " &( )!
, $ （,"）

配分函数为

/（$）% "
"
()$#" % !
（! ) ()$’）$

同样，在 >?@67ABC(D6E 近似下对 /（$）进行展
开，我们得到

/（$）% 0!$
)! & 0" & 1（$）， （,!）

式中

0! % !
’
，

0" % !
, $

利用与第二节类似的方法，我们得到一维体系的有

效态密度#（#）为

#（#）%
!
’
， （,,）

即对于一维无相互作用玻色体系，态密度只是束缚

势场频率的倒数，而与体系的温度无关 $将（,,）式代
入（!"）式，得到体系的总粒子数为

( % "" ) !
’$

./ $"" ! ) %"( )[ ]
"

$ （,-）

则体系在临界温度 )3 下满足如下方程：

! &
2: )3

(’
./ ""

2: )3
% " $ （,1）

通过对图 ,的分析我们发现：一维玻色体系的
临界温度 )3 仍然随着粒子数 ( 的增加而增加，而
且变化得很明显 $这也从一个侧面说明了一维体系
:;<现象的存在 $将（,,）式代入（!#）式，得到体系热
力学势为

! % """" & !
’$

, &,（ $）$ （,#）

则比热容在临界点附近的温度特性

’ %
,2,:
(’

&,（ $）) ) %,2:
&!（ $[ ]），

) 2 )3， （,0）

’ %
,2,:
(’

&,（!）)， ) 4 )3 $ （,+）
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图 ! 一维束缚势中凝聚的原子数随温度的变化 曲

线从左到右原子数依次为 "###，$###，"####

由（!%），（!&）式可以发现，当 ! ’ !( 时，体系比

热容随温度线性增加，到达点 !( 时，体系比热容达

到最大值 ")*+ ,
!#!-
$!

%!（"）!( .经过计算我们还发现，

!"
!( )! !!! /

(

趋于一有限值，!"
!( )! !!! 0

(

趋于另一有限

值 .这表明体系在该处比热容不连续，有相变出现 .

1 2 结果与讨论

利用高温展开研究了有限数目原子的低维

-34.我们发现，在低维玻色体系中，临界温度 !( 随

粒子数的变化行为与三维情况基本相同 .而临界温
度下，比热容的温度特性则与体系的维数相关；二维

情况 "" ! !，一维情况 "" ! .我们可以作如下猜
测：对于 & 维玻色体系，在凝聚温度以下，比热容
""! & .我们也把计算出的临界温度与文献［""］的
结果做了比较，对于二维和三维情况我们有相同的

结果［&—5］，而在一维情况下，由于 %"（"）发散，需单独

考虑 .
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