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利用正弦平方势，把粒子运动方程化为具有运动阻尼和周期调制的摆方程 (利用 )*+,-./0方法分析了系统的
全局分叉和混沌行为，指出了沟道辐射本底增强和沟道效应的无规行为与混沌之间的相关性 (
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!广东省科技发展计划（批准号："%%#1$%2%#$"）资助的课题 (

$ 3 引 言

人们在研究带电粒子面沟道辐射或沟道效应

时，常常假设带电粒子与晶体之间的相互作用势是

平面连续势，而且假设粒子运动无阻尼 (于是，粒子
运动方程是一个无阻尼的非线性微分方程，是一个

不显含时间的自治系统 (
注意到晶体的特点是晶格原子规则地排列在格

点上，而外层（价）电子通常都游离在点阵之间（或沟

道内部），因此我们可以认为占据格点的不再是原子

而是带正电的离子 (略去格点的不连续性，假设晶面
与粒子的相互作用势是连续的、而且是平面的，这就

是所谓平面连续势假设 (在平面连续近似下，如果不
考虑带电粒子与沟道内部电子的相互作用，则带电

粒子（如正电子）在面沟道中的运动行为就像在两个

带（正）电平面之间的运动一样，总是在中心平面附

近振荡 (正是这一假设成功地描述了很多实验现象，
特别是在低能和小振幅情况下，这一假设能很好成

立［$—2］(注意到任何假设都是近似的，而人们的认识
正是在这种不断近似中接近了事物的本质 (本文将
对这两条假设进行修正，进一步考察运动阻尼和非

平面连续势对粒子运动的影响 (
考虑到格点并不连续，特别是在高能（或者短

波）情况下，粒子将感受到格点的不连续作用；或者

粒子不是在单晶沟道，而是在层状周期晶格（如在超

晶格多层薄膜结构）中运动时，平面连续势将受到晶

格场或外场的周期调制［!］(再考虑到沟道粒子与（游

离在沟道内部的）外层电子的相互作用，或者由于沟

道辐射引起的辐射阻尼也将使沟道粒子的能量不断

损失 (正是由于这些原因，粒子运动方程应当是一个
具有周期力和阻尼作用的非线性微分方程 (利用我
们曾经提出的正弦平方势［&］，运动方程可进一步化

为具有外周期力和阻尼力的摆方程 (该系统是一个
典型的具有全局分叉和混沌行为的动力学系

统［4—$%］(本文导出了无扰动系统的周期解、回转（或
穿透）型周期解和分界线方程，利用 )*+,-./0方法构
造了这些轨道的 )*+,-./0函数，并对这个系统通向
混沌的临界条件进行了分析 (结果表明，当粒子的阻
尼大小与外场的调制强度满足一定关系时，系统处

于临界状态 (
值得注意的是，临界状态并不是一个稳定状态，

系统可以通过不同途径进入混沌［$$—$#］(事实上，沟
道辐射本底的增强或沟道效应的无规现象，都与系

统的混沌行为直接相关 (

" 3 粒子的运动阻尼

注意到在平面连续近似下，人们常常忽略了带

电粒子与沟道内部电子之间相互作用，于是粒子运

动方程是一个无阻尼方程，系统是一个保守系统 (事
实上，由于带电粒子与游离在沟道内部的电子之间

相互作用，将不可避免地影响沟道辐射和沟道效应 (
假设带电粒子和电子之间的相互作用是纯粹的库仑

碰撞，粒子和电子（云）之间只有能量或动量交换，其

效果等效于粒子受到摩擦力或阻尼力作用 (我们关
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心的是粒子横向运动，在实验室坐标系中，阻尼力可

表示为［!"］

!!（ "）# $!#%"
&$
& "， （!）

式中

! #
’!%( &’ ’! ’"

"" #( #%（ (!）) ) *
（"）

这里 ’!，’" 是粒子和电子的电荷数，& 是电子电

荷，#( 是电子质量，#% 是粒子的静止质量，"是相
对论因子，(!是粒子与电子的相对横向速度，%( 是

电子浓度，) 是库仑对数，且由公式
) # +,（*-./ 0 *-1,） （)）

给出 *这里 *-./和 *-1,是粒子和电子的最大和最小碰

撞参数 *最大碰撞参数由 2(34(长度#2 给出，

*-./ ##2 # +,"
’!%( &" "

# 56’ 7 !%"（", 0%(）
!0"， （’）

式中 + 是 89+:;-.,,常数，, 是绝对温度 *（’）式中 ,
的单位是 (<，%( 的单位是 =-$ )，*-./的单位是 =-*
当电子和粒子对头碰撞时，可得最小碰撞参数

*-1, #
"’! &"

#(（ (!）" #
"’! &"

#( -"
(!( )-

$"
， （>）

式中 - 是光速 *将（’）和（>）式代入（)）式，可得

) # +, #2
(!( )-

"

0（"’! &" 0#( -"{ }） * （?）

对于 , # %6> (<， (!( )- # !%$ )，
%(

"
# !%@ =-$ )，（?）式

化为

) # +,（) 7 !%’ 0’!）* （5）
令

.( # &" 0#( -"，

.A # &" 0/%，

# # 0/%，

1 # &%($-，

$ # ( 0 -，

（B）

并代入（"）式，可得

! #
’!.( .A 1’"

! )
"" &0$

-
(( )!

)

* （@）

这里，( 是粒子运动速度，0 是粒子的原子量，/% #
#% -" 是粒子静止质量；.( 和 .A 是电子和质子的经
典半径 *将（@）式代入（!）式，可把运动阻尼化为

!!（ "）# $%!
&$
& "， （!%）

式中

%! #!#，

# # #%"*
（!!）

)6 正弦平方势和粒子运动方程

根据牛顿第二定律，粒子运动方程可表示

为［!>，!?］

# &" $
& "" C%!

&$
& " C &

&$2（$）# !（ "）， （!"）

式中 # # #%"是粒子质量，2（ $）是粒子D晶体相互
作用势 *利用我们曾经提出过的正弦平方势［?］，可将
它表示为

2（$）# 3$! E1,"（!$ 04A）， （!)）
式中$! 是势参数，

3 #!’! ’" &" 54"
A * （!’）

其中 4A 是晶面间距，54"
A 是晶体原子的面密度，’"

是晶体原子的电荷数 *注意到晶格场的周期性或外
场的周期调制，比如将超晶格“折沟道”势作傅里叶

展开，并取 % # !的项，即可把调制函数表示为［>］

!（ "）# !% E1,&"， （!>）
式中假设了初相位为零，而 !% 是外场调制振幅，&
是调制频率 *令

’ # "!$ 04A，

( # ")!0"

4A
"， （!?）

) # "!" 3$! 0（6(4"
A），

6 # #(，

* #!0)!0"， （!5）

$" # !% 0)，

+ #&0（ ()!0"），

则方程（!"）可化为
&"’
&(" C E1,’ # $*

&’
&( C$" E1,+(， （!B）

式中*，$" F %，且为小量 *方程（!B）是一个具有外周
期力和阻尼力作用的摆方程 *

’ 6 系统的全局分叉与混沌行为

! "#$ 无扰动系统的相平面特征

考虑方程（!B）的无扰动情形
7’ #,，
7, # $ E1,’*

（!@）

方程（!@）描述了系统（!B）的基本特征，相应的
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!"#$%&’($"(量为

! )!
*

* +（, - .’/"）0 （*1）

根据 ! 的大小，相平面上的轨道可分为三类 0
（,）异宿轨道 ! ) *0把相平面分为两个区域，
相应的解记为#/，且可表示为

" ) 2 * "3./$(（&4$），

! ) 2 * /5.4$，
（*,）

式中 2号分别对应上、下平面的两条异宿轨道，粒子
沿这条轨道运动的周期 "/ 为无穷 0
（*）振荡型周期轨道 1 6 ! 6 *0用符号#1 表

示，且有

" ) * "3./$(（% /($），

! ) *% .($，
（**）

式中%) ! 7*，/($和 .($是 8".’9$"(椭圆函数，粒
子沿轨道（**）式的运动周期

"1 ) :;（%）， （*<）
式中 ;（%）是第一类椭圆积分 0当 ! 单调增加时，周
期 "1 从 *!增加到无穷 0
（<）回转型周期轨道 ! = *0用符号#3 表示，且

可表示为

" ) 2 * "3./$( /($
%( )> ， （*:）

! ) 2 *
%

?($
%>
， （*@）

式中%> ) *7!，?($为 8".’9$"( 椭圆函数，粒子沿轨
道（*:），（*@）式的运动周期

" 3 ) *%> ;（%>）0

当 ! 单调减少时，周期 " 3 由零增加到无穷 0

!"#" 异宿轨道的$%&’()*+函数

现在考察扰动系统（,A），并构造和计算异宿轨
道（*,）式的 B5%($C’D函数［E—F］

# 2（$1）)!
G

-G
!（$）［-&! +’* /$((（$ +$1）］?$

) A& 2 *!’* /5.4（(!7*）/$(($1 0 （*H）
系统的混沌临界值可表示为

’
2
*$ ) 2 :&

!
.4（(!7*）0 （*E）

当 ’* = ’
+
*$ 时，# +（$1）有简单零点，因此，在

I’$(."35截面上双曲不动点的上支稳定流形与不稳
定流形出现横截异宿交点，意味着系统（,A）将出现
J#"%5马蹄 0
当 ’* ) ’

+
*$ 时，# +（$1）有二阶零点，满足

（*E）式的参数（&，’*，(）为稳定流形与不稳定流形
发生二次异宿相切的参数值 0
当 ’* 6 ’

+
*$ 时，# +（$1）无简单零点，即双

曲不动点的上支稳定流形与不稳定流形永不相交，

扰动系统（,A）无 J#"%5马蹄 0
对于（*E）式中取负号情形，可类似地讨论 0

! ,-" 次谐振荡的$%&’()*+函数

由方程（,A）和（**）可构造和计算如下形式的次
谐 B5%($C’D函数［,*］：

#%7&（$1）)!
&"1

1
!

2（$）［-&! +’* /$((（$ +$1）］?$ （*A）

)
,H（K -%> * ’）& （& = ,，% 为偶数），
,H（K -%> * ’）& + :!’* /5.4(’> /$(($1 （& ) ,，% 为奇数）{ 0

（*F）

鉴于&"1时，恒有 #%7&（$1）"1 0因此，只考虑 & )
,，% 为奇数的情况 0定义 % 阶次谐分叉的混沌临
界值

’*$（%） ) :&
!
（K -%> * ’）& .4(’>，（<1）

式中 K是第二类椭圆积分，而 ’> ) ;（%>）0
当 ’* = ’*$（%）时，#%7,（$1）有两个简单零

点，扰动系统（,A）有两个振荡型次谐波解，其中一个
为鞍点型，另一个为结点型 0

当 ’* ) ’*$（%）时，#%7,（$1）有两阶零点，

满足方程（<1）的参数（&，’*，(）应为 % 阶振荡型次
谐波鞍结分叉值 0
当 ’* 6 ’*$（%）时，#%7,（$1）无零点，扰动

系统（,A）不存在 % 阶振荡型次谐波解 0

! ,!" 回转型周期轨道的$%&’()*+函数

让我们考察具有周期为 "*（%）)
*!%
(&
的回转型
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周期轨道（!"）和（!#）式 $构造并计算出它的 %&’()*+, 函数［-!］

!".#
/（!0）1!

#$!

0
"

/（!）［2#"
/（!）3$! 4)(%（! 3!0）］5! （6-）

1
7#8&2-# （# 9 -，" 为自然数），
78&2-# / !!$! 4&:;%&%< 4)(%!0 （# 1 -，" 为自然数）{ $

（6!）

定义一个混沌临界值

$
/
!&（"） 1 "8

&!
:;%&%< $ （66）

当

$! 9 $
3
!&（"），

!".#
/（!0）有两个简单零点，扰动系统（-7）有两个位
于双曲不动点上方的 " 阶回转型次谐波鞍结分
叉值 $
当

$! 1 $
3
!&（"），

!".#
/（!0）有两阶零点，从而满足（66）式的参数（#，

$!，%）为不动点上方的 " 阶回转（穿透）型次谐波
鞍结分叉值 $
当

$! = $
3
!&（"），

!".#
/（!0）无零点，因此扰动系统（-7）不存在双曲不
动点上方的 " 阶回转（穿透）型次谐波解 $

对于（66）式取负号情形可类似地讨论 $

# > 结果和讨论

沟道效应和沟道辐射的主要特征决定于沟道粒

子的运动行为 $ 0 = ’ = ! 描述了沟道粒子的行为，
’ 9 !描述了准沟道粒子的行为 $具有弱阻尼的沟道
粒子，在外场作用下可先后在相柱面上出现两个

?@A’&马蹄，出现振荡型奇阶次谐分叉和回转型次谐
分叉 $由（!7）和（!B）式可以看出，当外场的振幅大于
临界振幅时，系统将经过无限次分叉进入混沌状态，

使沟道辐射的本底增加 $事实上，实验发现当选用不
同的晶体来研究时，发现沟道辐射本底各不相同，这

除了人们关心的几种因素（如晶体结构、晶格振动和

电子多重散射等）外，与沟道辐射的混沌行为是直接

相关的［6，"］$
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