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用数值计算的方法研究了简谐势阱中非理想气体的玻色)爱因斯坦凝聚情况 *通过计算能级的分布，用图形的

方式给出了考虑相互作用时，简谐势阱中体系转变温度相对无相互作用体系转变温度的变化趋势)对于存在排斥

作用的体系，转变温度升高；对于存在吸引作用的体系，转变温度降低 *
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% 8 引 言

%9": 年，爱因斯坦提出了一定条件下体系中的

原子将“凝聚”的理论预言，即遵从玻色统计的气体

将在一定的温度下发生宏观的基态占据 *该理论提

出以来，人们对玻色)爱因斯坦凝聚（;+<）的研究热

潮不断 *近年来相继报道的 ;+< 实验［%—:］逐渐揭开

了这一理论的神秘面纱 *凝聚的动力学问题、凝聚体

系的相互作用如两体系的干涉［’］、凝聚体的量子特

性［&］等是现今 ;+< 研究的热点并都有所进展，而对

转变温度的研究作为 ;+< 问题的出发点也有重要

的意义 *
;+< 理论最初是针对理想气体，但这只是一种

最简单的理论模型，在实际的实验中无法忽略原子

间的相互作用，同时还要考虑外势场的作用 *为了计

算 ;+< 的转变温度就必须计入以上两种作用 *对于

有相互作用的情况一般是应用 ;5=5/.6>5? 近似和微

扰的方法处理［#］*假设粒子间的相互作用依赖于粒

子的 @ 波散射长度 !—、粒子的波函数［A］和粒子数，通

过体系哈密顿量可以得到非线性薛定谔方程：BC5@@)
D.E-4?@F..（B)D）方程［9，%(］* 对于这样的方程想要解析

求解非常困难，我们不得不做近似或者另寻出路 *用
数值方法可以模拟变量每一点的数值对应情况，作

为一种解非线性方程的方法是有一定优越性的 *本

文的主要思路就是用计算机对扩展后的 B)D 方程进

行数值求解，利用高精度的计算与波函数的特点求

解系统的能级 *得出系统的能级分布，根据玻色统计

公式和转变温度的定义，就可以得到系统给定粒子

数和转变温度的关系 *

" 8 相互作用对 ;+< 转变温度的影响

一般用 ;5=5/.6>5? 近似 的 方 法 得 到 的 B)D 方

程［9，%(］只是满足凝聚体的情况 *为了全面描述系统，

必须得到原子所有状态（基态、激发态）都满足的方

程 *参照文献得到非线性薛定谔方程（GHI+）［%%，%"］
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该方程给出的波函数不只是描写基态［%"］，还包

含激发态 *作用常数 $ M &’ M :&!" !—
" 中的 & 代表体

系的总粒子数，即基态与激发态粒子数的总和 *通过

方程（%）可以求出各个分立状态对应的能级，这样就

可以通过玻色)爱因斯坦分布函数［%$］，对系统的状

态分布及其他特性进行研究 *本文只研究简谐势阱

的情况 *

%&’& 排斥势的情况

多数的碱金属原子体系存在排斥相互作用 *将
势函数代入（%）式并在球对称的情况下作变量代换
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!*" 与总粒子数和散射长度有关 +

对于排斥势，散射长度为正值 +
在边界条件及归一化条件的约束下对方程数值

求解，得各激发态能级的相对关系大体上满足!& %

!& % " ( " %%*&’,-，& 取奇数 +这样求出第一激发态的

能级就可以确定能级状况，也就得知了系统的状态

分布 + 相互作用常数 "’ 取值的不同导致%值的变

化 +表 ! 给出了几组对应关系 +

表 ! "’ 与%的部分对应关系

"’ ’,! ! . !’
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当排斥势存在时，能级应该是被抬高的，我们的

计算结果也显示了这一情况 +图 ! 给出了基态、第一

激发态能量随作用常数 "’ 的变化情况 +图 " 则给出

了系统各能级被抬高的情况 +当粒子数一定时，作用

常数 "’ 与散射长度成正比，不同作用常数所对应

图形的比较结果表明：散射长度越大，排斥作用越

强，系统的能级被抬高的也越厉害 +从玻色统计公式

看，能级抬高意味着激发态在相同的温度下可容纳

的粒子数减少，如果粒子总数给定，则处于基态的粒

子数增大 +就是说在一定的范围内，排斥相互作用有

利于 345 的形成 +

图 ! 基态和第一激发态的能级随作用常数 "’ 的变化

（曲线 " 为基态的情况，曲线 ! 为第一激发态的情况）

图 " 排斥势下激发态各能级的能量对标准简谐振子能级的偏移（6）"’ 为 ’,!，（7）"’ 为 !

另外我们计算了当体系的粒子数给定时，处于

凝聚状态的粒子数与转变温度的关系，并与体系不

存在相互作用的情况相比较（图 /）+从图 / 可看出，

在温度相同且粒子数给定的情况下，有排斥势时处

于基态的粒子数多 +这是由于在排斥势作用下，激发

态容纳粒子数少的缘故 +
图 & 给出了基态粒子数随温度变化的情况，并

对有、无排斥势的情况做了比较 +

图 . 给出了激发态粒子数按能级的占据情况，

并对有、无排斥势时的情况进行了对比 +从图 . 可以

看出有排斥势时，激发态容纳的粒子数比无排斥势

时少 +
从以上的结果可以看出，在排斥势存在的情况

下，系统的能级被抬高，系统激发态上容纳的粒子数

减小（相对于同条件下的标准简谐振子）+ 当系统的

总粒子数一定时，处于基态的粒子数就相应增多，相
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图 ! 基态粒子数与温度的对应关系（曲线 " 为无排斥势的情

况，曲线 # 为有排斥势的情况）

图 $ 基态粒子数与温度的关系（曲线 " 为 !% & %’" 对应的曲

线，曲线 # 为无排斥的积分方法对应的曲线，曲线 ! 为无排斥数

值求和方法的对应曲线）

图 ( 激发态各能级对应的粒子数（曲线 " 为无排斥势的情况，

曲线 # 为有排斥势的情况）

当于使得系统发生凝聚的温度提高了 ) 有一些理

论［*，"$，"(］、实验［"+］研究了相互作用对转变温度的影

响，所得的结果并不一致，本文的结果是在排斥作用

下转变温度升高 )在粒子数相同的条件下，排斥势体

系相 对 无 相 互 作 用 体 系 临 界 温 度 的 偏 移 如 图 +
所示 )

图 + 转变温度随粒子数的偏移

图中!" & ", - "%，", 为有排斥势时的转变温

度，"% 为无排斥势时的转变温度 ) 从图中可以看出

随粒子数的增加，转变温度升高得越多 )这是由于排

斥作用随粒子数的增加而增强，而排斥作用的增强

使能级的抬高程度增强 )

!"!" 吸引势的情况

对于 ./ 原子，粒子之间的相互作用不是排斥作

用而是吸引作用 )我们再针对吸引势计算一下转变

温度的情况 )对于吸引势的情况，散射长度为负值 )
对（"）式进行变换得到［"0］
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，对于粒子数一定的体

系，!% 的绝对值越大表明相互作用越强 )
在波函数的取值［"!，"0，"*］限制下，求解该非线性

方程 得 到 系 统 的 能 级 大 致 满 足!’ (& ’ 2 )"
#

-%3’%’$*0 )其中%随作用常数 !% 的变化而变化，!%

& - %’"时，%& %’%!%+5(+ )与排斥势相反，吸引势对

原来的能级有降低作用 ) 这使得在温度与总粒子数

相同的条件下，激发态容纳的粒子数在吸引作用下

增加，相应的处于基态的粒子数就减小，可以推断出

吸引势不利于凝聚的形成 ) 图 0 给出了基态能级随

!% 的变化关系 ) 可以看出吸引势越强，能级降低越

+*#" 物 理 学 报 (! 卷



大 !在吸引势的作用下，基态能级会出现降到负能量

的情况，这样就相当于改变了粒子的存在形式，会产

生部分原子的结合，使得对凝聚的研究更加困难，不

在本文的讨论范围 !

图 " 基态能级随 !#（吸引作用大小）的变化关系

另外我们计算了基态凝聚的粒子数随温度的变

化关系，比较了有吸引势与无吸引势的情况（见图

$）!如果使系统基态凝聚的粒子数相同，有吸引势时

对应的转变温度要低于无吸引势的情况，也就是说

吸引势的存在使得凝聚的转变温度降低 !

图 $ 基态占据数随温度的变化关系（曲线 % 表示有吸引势，曲

线 & 表示无吸引势）

图 ’ 比较了有、无吸引势激发态的占据数 !可以

看出相同条件下，有吸引势时激发态容纳粒子数

增多 !
从以上比较可以看出，在吸引势存在的情况下，

系统发生凝聚的临界温度降低 !我们计算了有、无吸

引势时转变温度的差值随粒子数的变化（图 %#）!图
中纵坐标为!" ( "# ) "*，"* 为有吸引势时的转变

图 ’ 存在吸引势时激发态各能级的粒子数占据情况（曲线 % 为

有吸引势的情况，曲线 & 为无吸引势的情况）

温度，"# 为无吸引势时的转变温度 !从图 %# 可以看

出随着粒子数的增加，吸引作用对能级的降低作用

越强，转变温度降低得越多 !

图 %# 转变温度偏移与粒子数的关系

实际上当吸引势存在时，系统发生凝聚的条件

是很苛刻的 ! 粒子数密度过大会导致原子云的塌

缩［%’］，系统原子的存在方式发生变化，整个体系也

就无法发生凝聚 !这里对该问题不作进一步研究 !

+ , 结 论

由于非线性薛定谔方程的解析求解很困难，本

文通过数值计算的方法对简谐势阱中存在排斥和吸

引相互作用的体系进行了研究，求得了体系的能级

分布、相互作用对各能态占据数的影响以及相互作

用对玻色- 爱因斯坦凝聚转变温度的影响 !当然实际

的情况不仅限于简谐势阱，有文献对非谐振子势进

行了研究［&#］，如果对这种情况的非线性问题进行简

化，就可以应用数值方法对更多的体系进行定性的
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研究 !数值方法为求解非线性的问题提供了一条有

效的途径，希望随着计算机的发展和程序的改进，数

值方法能更全面细致地描述相互作用体系的凝聚

问题 !
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