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利用双线性方法给出了 $ ( " 维 )*+*,*-./012*（).）方程的 ! 孤子解 3将 ! 孤子解中的实参数扩大到复数范围，

得到了该方程的呼吸子解，描述线孤子和 " 周期孤子相互作用的解和两个 " 周期孤子相互作用的解 3从解析和几

何两个角度探讨了两个 " 周期孤子的相互作用 3相互作用性质和耦合系数有关 3对于 ). 方程，耦合系数的取值只

允许方程中存在弹性的排斥相互作用 3
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" 8 引 言

非线性波动理论的发展，使得孤子在各个领域

中的作用越来越引人注目［"］3由于孤子具有稳定性，

碰撞过程不引起波形改变，孤子被看作是非线性可

积模型的基本结构 3 常见的孤子空间结构有 #"
9 :，其波幅"% 的钟状结构和 #" 9 :，其波幅"
两个不同常数的扭结结构 3前者出现在 .;< 等方程

中，后者出现在 =>?1-@/2;/? 方程中 3
由于一维问题的孤子结构无论是理论还是实验

都被研究得很好［$，!］，所以一般情况下人们首先考虑

的就是一维问题 3虽然一维问题在许多物理现象，尤

其是控制得很好的实验室实验中也是成立的，实际

的物理现象不能严格看作是一维的 3可能存在着本

质上的二维或三维特征 3此外，最初实现的一维结构

在横向扰动下可能是不稳定的 3因此，对于高维结构

所具有的特殊性质值得研究 3非线性波在高维空间

的动力学不像一维问题理解得那么好 3为了阐明高

维系统的动力学，必须寻找可能的空间结构，了解高

维系统中的复杂空间结构是否可能贡献不同的动力

学性质，尤其是高维模型中的局域结构，其相互作用

是否与一维系统有着本质差别 3
出于上述理由，我们将研究（$ ( "）维 )*+*,*-

./012*（).）方程［4］
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方程（"）的 约 化 模 式（" ( "）维 ). 方 程，首 先 有

)*+*;*，./012*，7*C;2D，E/;; 和 @>FF/? 从拥有无穷多

对称可积性意义上推导得到 3 ). 方程被广泛应用在

许多物理分支如共形场理论，二维量子引力规范场

理论和非线性科学中的 G>CH>II 方程的守恒流［4，#］3采
用 J>2/0* 双线性方法［6］，可以方便地给出方程（"）的

! 平面孤子解 3将 ! 平面孤子解中的实参数推广到

复数范围，获得了（$ ( "）维 ). 方程的呼吸子解，描

述线孤子和 " 周期孤子相互作用的解和描述两个 "
周期孤子相互作用的解 3文中对两个 " 周期孤子相

互作用做了详细讨论 3

$ 8（$ ( "）维 ). 方程的精确解

在方程（"）中引入下述变换

$ A B $（I? &）## ， （$）

可以给出方程（"）的双线性形式

（’6
# ( #’"’!

# B #’$
" ( ’#’% ）&· & A %，（!）

式中算符 ’ 是 J>2/0*［6］提出的双线性算子 3 可以证

明方程（!）拥有文献［6，&］提出的 .;< 类型方程的

标准 ! 孤子解形式
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上述方程中的参数 &# ，(# 和!
*
# 是与第 # 个孤子幅

度、位相有关的实参数 /虽然解（(）—（0）是在 &# ，(# 和

!
*
# 取值为实数条件下推导得到，但这些参数取复数

时，（(）—（0）式也是（-）式的解 /在上述 " 孤子解中取

" ! .，&" ! &. !#，(" ! 1$，(. ! ) 1$，!
*
" !!

*
. ! *，获

得了具有呼吸效应的周期孤子解 /其 ! 的形式为

! ! " # %". $%&（.%）# .$%&（%）234（$) # +$#. *），
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由（.）式可以得到方程（"）的解
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（"*）式为非奇异的条件为

%". : " /
解（"*）的典型结构由图 " 显示 /显然这是一个代数

孤子序，我们称它为周期孤子 /从（"*）式中可清楚地

看到，其周期因子在 ) 方向的位相是时间 * 的函数 /
因此随着 * 的变化，该周期孤子在 ) 方向呈现内部

振荡现象，即呼吸效应 /图 "（;）—（<）将这种呼吸效

应表示得清清楚楚 /

图 " => 方程单周期孤子图 （#，$）!（(?+，"）（@）* ! *，（;）* ! +!?5，（2）* ! +!?",
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在解（!）—（"）中取 ! # $，"% # "& #!%，#% #
’"%，#& # ( ’"%，"$ #!&，#$ # )，#

)
% ##

)
& ##

)
$ # )，可以

得到线孤子和 $ 周期孤子相互作用的解 * 具体形

式为
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式中 # 和%是相互作用常数 (%$的模和复角 *
在（!）—（"）式中取 ! # !，"% # "& #!%，#% #
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% /01（)% . ’(%），

/01（’(6 &）# ( %7!&
& /01（)& . ’(&），得到了描述两个 $

周期孤子相互作用的解
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$; 两个 $ 周期孤子的相互作用

前面得到了描述两种不同类型孤子相互作用的

解（%%）和（%"）*本文只给出两个 $ 周期孤子相互作

用的分析，其结论也适合于线孤子和 $ 周期孤子的

相互作用 *若假设!% < )，!& < ) 且&& 7!& <&% 7!%，从

（%"）式可以得到相互作用前两个分离的周期孤子
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和相互作用后两个分离的周期孤子

&（$%，#%，#% #&，%% (%&）

#
($!

!!!
&
/01（&$& (）% (

#% #&

!&
%

/01（$%）2,3（#%

.%% (%&）.
(%& #&

% #&
&

!!!
%

/01（&$% )），（&4）

&（$&，#&）# % .
($!

!!!
&
/01（&$&）

( %
!&

&
/01（$&）2,3（#&） （&5）

:%5%5 期 阮航宇：（& . %）维 =>?>@>AB,C/D> 方程中两个 , 周期孤子的相互作用



的形式，式中脚标 ! 和 " 是两个 ! 周期孤子的标志 #
考虑到用因子 $%&（"# ’ $）（" 和 $ 不依赖 #）乘 %，函

数 & 没有任何变化 # 我们只需讨论 % 的形式 # 在这

个前提下有

［ %!（!!，"!），%"（!" ’#，"" ’$! ’$"）］!
［ %!（!! ’#，" ’$! ($"），%"（!"，""）］， （")）

式中# * +,-（’! ’"）#（")）式表明由于相互作用产生

的位相漂移由相互作用常数（ ’! ’"，$!，$"）决定 # 在

传播方向的位相漂移由耦合系数的模 ’! ’" 确定，!
方向的位相漂移由耦合系数的复角决定 # 对于 ./
方程，允许的参数取值范围使得 ’! ’" 的值只能在 0

与 ! 之间（0 1 ’! ’" 1 !）#即 ./ 方程只存在着周期孤

子间弹性的排斥相互作用 #此外，解（!)）中的"(（ ( *
!，"）是时间 ) 的函数，! 方向的内部振荡现象依然

存在 #
图 " 是两个 ! 周期孤子的相互作用图 # 在 0 1

’! ’" 1 ! 的情况下，两个周期孤子的隆起高度几乎

相同 #随着两个孤子距离的变小，各自的形状发生变

化 #相互作用过程结束，两个周期孤子恢复原来的形

状 #整个相互作用过程在一定间距下完成，似乎在传

播方向上通过它们的尾巴交换着能量和动量 # 而 !
方向的内部振荡现象从图中也可明显地看到 #

图 " ./方程两个 ! 周期孤子相互作用图 （%!，&!，%"，&"）*（"23，""2 3，!2"，"!2 3）；（’!，’"，("，("）*（0，0，0，0）；’! ’" * 0 #0)!4；（)*" 2%"，

)*! 2%!）*（( 3"3256，( !"3!26!）（7）) * ( !89，（:）) * ( 0#!，（;）) * 0，（<）) * 0#"，（$）) * !#9
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!" 结论和讨论

本文采用双线性方法给出了（# $ %）维 &’ 方程

的 ! 平面孤子解形式 (将参数的取值从实数范围扩

展到了复数范围，得到了具有呼吸效应的周期孤子

解，描述线孤子和 " 周期孤子相互作用的解和描述

两个 " 周期孤子相互作用的解 (对于两个 " 周期孤

子间的相互作用，从解析和几何两个角度进行了讨

论 (相互作用与耦合系数有关，其幅度确定了传播方

向的位相漂移，复角确定了 " 方向的位相漂移 ( 由

于 &’ 方程所允许的耦合系数的模只能在 ) 与 % 之

间，因此只存在着弹性的排斥相互作用 (从函数 # 的

表达式（%*）可看到周期因子中的!$ 是时间 % 的函

数，两个周期孤子在 " 方向都呈现内部振荡现象 (
虽然我们只给出了两个 " 周期孤子相互作用

的分析，其线孤子和 " 周期孤子的相互作用也可以

用同样方式进行讨论，并且呈现类似的相互作用

现象 (
我们曾用分离变量方法给出了 +,,- 方程和

,,- 方程描述线孤子和 " 周期孤子相互作用的解 (
由于表示两个 " 周期孤子相互作用解的形式比较

复杂，又 &’ 方程是单分量的非线性演化方程，我们

无法用变量分离形式来获得这种解形式 (作为精确

求解有效手段的分离变量方法，比较适合求解多分

量的 # $ % 维非线性演化方程 (但到目前为止，我们

未能成功的运用变量分离手段获得任意一个多分量

# $ % 维非线性演化方程的描述两个 " 周期孤子相

互作用的解 (对于单分量的高维非线性演化方程，很

难用变量分离形式得到有意义的孤子结构 (双线性

方法是单分量高维非线性演化方程精确求解有效的

手段 (文献［.—%#］给出了 # $ % 维非线性方程中指

数局域的孤子（/012314）相互作用的某些规律 (这些

规律同样适合于本文讨论的情况 (即若高维非线性

方程的多平面孤子解形式符合 530167 标准解形式，

这种解所反映的孤子相互作用是弹性的 (相互作用

的结果，波形不变，速度不变，位相发生漂移 (
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