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借助 *+,-./+,01+软件，采用双函数法和吴文俊消元法，获得了等离子体物理中的重要方程组 2+3-+456方程的
十组行波解，其中包括包络孤波解，孤子解 7
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! G 引 言

2+3-+456方程［!］被认为是描述非线性系统中低
频波与高频波耦合的最完善的模型之一 7它是等离
子体物理中的重要方程组［"—(］，其中的高频模与低

频模分别描述电子声波和离子声波，并且已经知道

它具有孤子解 7近年来已发展了许多求解非线性发
展方程孤子解的方法，例如反散射方法，齐次平衡法

等［:—F］7文献［)］用三角函数法得到了非线性发展方
程的一批解，文献［!%—!"］用双函数法找到了非线
性发展方程的广泛的孤波解 7本文借助 *+,-./+,01+
软件，采用双函数法和吴文俊消元法，求解 2+3-+456
方程组的行波解 7
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在等离子体物理中，% 代表电场强度的快变振幅，
我们设它为包络波解 7而粒子数密度扰动 ! 取为一
般行波解 7即令
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（$）式的第一个方程直接积分，取积分常量为零，得
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对于实函数"上式成立，要求 #@ L # >（亚声速）时，!
取负号，#@ K # >（超声速）时，! 取正号 7
（(）式代入（$）式第二方程有
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则方程（:）化为
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方程（&）与文献［&］中 ’$ 方程和)
( 方程在行波方法

下得到的方程（!(—!:）具有相同的形式 7
方法 !
由双函数法设方程（&）有如下形式的行波解
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通过平衡方程（!）的线性最高阶导数项和非线性的
次数易知 ! 为 "，所以

!（"）# "" $%&’# ( #" )*$’# ( #+， （,）

其中 #+，#"，"" 为待定常数，而
-#
-"
可以有多种选

择 .若选择
-#
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并将（,），（"+）式代入（!）式中，且令其中的常数项以
及各次项的系数为零，则得到代数方程组
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利用吴文俊消元法［"0］解上述关于 #+，#"，"" 的超待

定代数方程组得
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对（"+）式进行分离变量并且两边积分，积分常数取
为零得

$%&’# # / )$)’"，)*$’# # / )*5’"，
于是方程（!）有解
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其中解 "）和 1）在文献［!］中已经给出，但解 0）是新

解 .进一步由（6）式及（1）式得 ’ 和 ( 的解为
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这三组解在"# +处发散，表明此时密度 ’ 和电场(
由于不稳定引起畸变 .
如令
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将（,），（""）式代入（!）式中，并令其中的常数项及各
次项的系数为零，同样可以得到一组代数方程组，并

利用吴文俊消元法解关于 #+，#"，"" 的超待定代数

方程组得
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对（""）式进行分离变量并且两边积分，积分常数取
为零得

$%&’# # / )*5"，)*$’# # / )$)"，
于是方程（!）有周期解
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进一步由（6）式及（1）式得 ’ 和 ( 的解为
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这组解粒子数密度 ! 和电场 % 具有周期性的不稳
定畸变，其密度均匀的背景上叠加一个周期的梳状

分布 .那么是否可以利用双函数法求解稳定的孤子
解呢？答案是肯定的 .
方法 #
由双函数法，设方程（/）有如下形式的行波解
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将（0#），（05）式代入（/）式中，并令其中的常数项以
及各次项的系数为零，得到如下代数方程组：
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解上述关于 *3，*0，)0 的超待定代数方程组得
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对（05）式进行分离变量并且两边积分，积分常数取
为零得

)+1$ " )*$8&，$%)$ " 6 &918&，
于是方程（/）有如下解：
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上述二解即是文献［/］中的解（#-）和（#/）.进一步由
（!）式及（#）式得到 ! 和 % 的孤子解为
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图 0 （9）结果 /）中系数为 0时孤波解 !；（;）结果 /）中

系数取 0时包络波解 %

其中密度解 /）是“暗”孤子，即整体密度有提高的同
时，有凹陷 .解 :）是通常的孤子解，已用其他方法得
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到［!"］#
方法 $
由双函数法，设方程（%）有如下形式的行波解
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并取 "（"）和 $（"）为修正的双曲函数如下：
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化 # 则易知
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将（!"），（!2）式代入（%）式中，并令其中的常数以及
各次项的系数为零，得到代数方程组

##( 0 $%#
$
(

0 &/3 ’ &/)
0

$$%#( #/
!

0 &/3 ’ &/)
& (，

##! 0
$$%#

/
( #!

0 &/3 ’ &/)
0 $%#

$
!

0 &/3 ’ &/)
& (，

%&#! ’
/ %$%#

$
!

0 &/3 ’ &/)
0

4$%#( #! !!

0 &/3 ’ &/3
& (，

0&!! ’#!! ’
4 %$%#( #/

!

0 &/3 ’ &/)

0
$$%#

/
( !!

0 &/3 ’ &/)
0

$$%#
/
! !!

0 &/3 ’ &/)
& (，

$ %&!! 0
$$%#( #/

!

0 &/3 ’ &/)
0

$ %/$%#( #/
!

0 &/3 ’ &/)

’
4 %$%#

/
! !!

0 &/3 ’ &/)
0

$$%#( !/
!

0 &/3 ’ &/)
& (，

0 /&#! 0 / %/&#! 0 $%#
$
!

0 &/3 ’ &/)

0
%/$%#

$
!

0 &/3 ’ &/)
0

$$%#! !/
!

0 &/3 ’ &/)
& (，

0 /&!! 0 / %/&!! 0
$$%#

/
! !!

0 &/3 ’ &/)

0
$ %/$%#

/
! !!

0 &/3 ’ &/)
0 $%!’

$
!

0 &/3 ’ &/)
& ( #

利用吴文俊消元法解上述关于 #(，#!，!! 的超待定

代数方程组得
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（已舍去和前面计算结果相似的答案）

将以上结果代入（!"）式中，则方程（%）有如下孤
波解：
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这是一个新的孤子解，其实部如图 /所示，( 为单孤
子解，) 为包络孤子 #

图 / （8）结果 6）中系数取 !时的孤立波解 (；（9）结果

6）中系数取 !时的包络波解 )

情况 /
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其中"为行波变量，% 为参数，可以调整波形的变
化 #则易知
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将（!"），（!4）式代入（%）式中，并令其中的常数以及
各次项的系数为零，得到代数方程组
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求解上述关于 !%，!!，$! 的超待定代数方程组得
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（已舍去和前面计算结果相似的答案）

将以上结果代入（!-）式中，则方程（.）有如
下解：

!%）%（&）) ,!! "$& " "$! (
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进一步由（-）式及（$）式得
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此解在 (12&) "! 时有奇点，即密度会出现不稳定
而畸变 +

# 4 讨 论

以上结果表明双函数方法，不仅可以用于求解

一元非线性可积方程，而且可以用来求解非线性方

程组的各种解 +我们获得了 5678690:方程组的多组
新的行波解，包括孤波解和周期性解，其中双函数可

以选择双曲函数，也可以选择三角函数等 +从所得解
可以发现，由 5678690:方程组描述的等离子体密度
和电场不仅具有通常的孤波解，而且密度函数存在

解 .）所示的在非线性光学中存在的“暗”孤子解，即
密度整体有提高而局部下降，而且这样的局域解是

以行波的形式运动着的 +除了孤子解以外，我们还得
到了周期性的密度畸变（梳状）解，由于密度的畸变

造成离子和电子分布的不均匀，从而出现电场的畸

变，而且这个畸变是周期性的，匀速运动着的 +当然
等离子体密度和电场以那一种解的形式出现决定于

体系的初始状态，我们的解只能给问题的解决提供

启示 +
另一方面 5678690:方程的行波 ;2(6<=（.）与文献

［.］中 *# 方程和%
- 方程在行波方法下得到的方程

（!-—!>）具有相同的形式，表明它们之间存在着紧
密的联系，文献［.］中所得到的解可以用来构造
5678690:方程的解，反过来本文得到的 * 组新解也
可以构造出 *# 方程和%

- 方程的行波解 +
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