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利用一个简单的变换，一类高维耦合的非线性演化方程可以被约化为一低维的简单方程，将已有的求解法应

用于简单方程，十分简捷的获得了原方程大量的精确解 )
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! ? 引 言

多年来，在非线性演化方程的求解方面提出了

很多有效方法，如反散射方法，@A>B6C,7变换、D5E=*+
变换、F+EG=CH变换法［!—&］，*+,- 函数方法［%］，齐次平
衡法［I，#］，J+5,68KL分析法［’］和分离变量法［0—!!］等 )利
用这些方法，人们求解了大量的具有重要物理意义

的非线性演化方程（组），一些新的可以反映更为复

杂的物理现象的精确解，如 7E=45=, 解、6C4M 解、振
荡型 7E=45=,解、环孤子解、运动和静止呼吸子解、似
瞬子解等正在不断的被国内外的学者所揭示［!"—"%］)
最近，楼森跃等对高维非线性演化方程的具有自相

似结构和多值性的折叠孤波及具有弹性性质的

N=67=,9分别进行了广泛研究［"I—"0］，向人们展示了更
为复杂的波动现象 )他们的工作同时也说明非线性
演化方程（组）这一能够揭示丰富多彩的自然现象的

重要手段的研究仍是人们关注的焦点之一 )
由于高维非线性演化方程的解能够更多的反映

复杂的自然现象，其求解问题、特别是如何更简便的

求解问题则一直是物理学和数学研究的重要课题 )
本文通过对已有求解方法的观察，特别是齐次平衡

法和 J+5,68KL分析法，发现一类耦合的非线性演化
方程可以通过一个简单的变换，约化为低维的简单

方程，通过对简单方程求解，不仅能够获得原方法所

能得到的解，而且还能得到一些新的解并大大简化

求解的过程 )实际上，这样的思想在文献［"(］，［&$］
中已经用于（! O !）维问题的处理 )下面，以高阶（" O
!）维 @E=8E3.+CM方程为例来进行说明 )

" ? 高阶（" O !）维 @E=8E3.+CM 方程的简
化及其新的精确解

高阶（" O !）维 @E=8E3.+CM方程［&!］
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可用对称约束从 .J方程中约化得到［&!］，文献［"&］
利用推广的齐次平衡法研究了它的局域相干结构 )
利用变换

% P !$， （&）
通过简单的计算，可知方程（!），（"）被约化为（! O !）
维的方程
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该方程不显含变量 $，这说明高阶（" O !）维 @E=8E3
.+CM方程的解对变量 $ 是有着相当大的自由度的，
从而也为构造解的形式带来了方便 )下面，使用文献
［&"］中推广的 *+,-函数方法求解方程（%）)设方程具
有如下形式的解
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这里 &，’，(，) 为待定函数 )!满足方程
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这里“!”表示对# " !（"）# # $（ "，%）求导，!为任一
常数 &
方程（%）具有如下形式的通解
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将（5），（%）式代入（6）式，并令"&，& " -，2，$，7，6的系
数为零，可得一微分方程组
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7%’$ !$ # 2$’7 ! # $6’!7 " -， （2%）
显然，此方程组有一组解为

’ " ’ !， （2.）
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这里 (，!，) 为任意的关于 " 的函数 &
这样，由（7），（5），（.）—（22）式可得方程（2），

（$）的如下新的精确解 &
孤子解
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将上述的求解过程与通常的 ,-./ 函数法的使
用相比较不难发现这确实是大大减少了计算量，而

且还避免了由于原方程中算子"" #
" 的出现所造成

的该方法不可直接实施的困难 *另外，由于函数 %，
#，! 的任意性，也使得高阶（$ ! #）维 0123145-67 方
程的解具有相当丰富的结构 *
利用类似（)）式的变换于（$ ! #）维色散长波方

程和（$ ! #）维 0123145-67方程
’"& !#$$ ! ’$’" ! ’’$" 8 9， （$:）

#& ! ’$ !#’$ ! ’#$ ! ’$$" 8 9， （)9）

("& ! $)$$ ! $（(($）" " ($$" 8 9， （)#）

)& ! $（)(）$ ! )$$ 8 9* （)$）
即取#8 ; ’" " #，) 8 (" 则可将其约化为如下的带

外力项的 061<31(方程
’& ! ’’$ ; ’$$ 8$（$，&）， （))）

(& ! $(($ ! ($$ 8$（$，&）， （)%）
这里$（$，&）为任意函数 *特别的当取$为任意的 &
的函数$（ &）时，则可同样得到与文献［))］，［)%］相
同的解，但求解过程更简单方便 *例如，从（)%）式出
发，取

(（$，"，&）8 %#（"）! %$（ &）
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代入（)%）式中并令%,，, 8 9，#，$，) 的系数为零，可
得微分方程组
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由（)>），（)+）式知
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由（):）式得 * 8 " #，# 为 " 的任一函数 *取 # 8 " #
$

-%（"），再由（)+）式可得

+ 8 -)（"）! -%（"）"（-$（"）! -#（ &））@ & *
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这里取 %#（"）8 -$（ "）为 " 的任一函数 *显然，此时

所得的结果与文献［))］完全相同 *
本文仅选取了推广的 ,-./函数法进行说明，实

际上，近年来已出现了许多可以直接用来给出非线

性演化方程的新的精确解的方法，如文献［)=—)+］
等 *利用这些方法结合本文的处理过程，也可以同样
简便的获得新的有意义的精确解 *由于本文的目的
是希望探讨求解方法的简化，对于利用上述方法构

造新解的工作这里就不在赘述了，有兴趣的读者可

以自己进行尝试 *

) A 结 论

总之，通过对一类高维耦合的非线性演化方程

使用一个简单的变换实现了将此类非线性演化方程

转化为一简单的低维方程的这一关键步骤 *这使得
利用已有方法进行求解的过程大为简化，并有可能

获得新的精确解 *但寻找类似的变换使得高维耦合
的非线性演化方程转化为一简单的单个的低维方

程，并不是一个简单的工作 *这种方法对其他高维耦
合的非线性演化方程的推广值得进一步研究 *
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