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从 *+,-./01 变换出发，利用 23.456378 变换，一些有重要物理意义的（" 9 !）维非线性演化方程（组）被简化为具

有两个分别关于（ !，"），（ #，"）的任意函数的单个线性偏微分方程 :通过对该方程解的研究，获得了原方程一些新的

精确解 :其中，一些近年来被广泛研究的由分离变量法所获得的解也被重新得到 :
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! G 引 言

众所周知，非线性偏微分方程是描述非线性现

象的重要工具之一，它广泛应用于自然科学各个领

域 :非线性演化方程，特别是对描述孤子的孤子方程

的研究已成为 "% 年来非线性科学研究的一个重要

方面，近年来，自从 *3AHA 等［!—’］提出 1I3?A30 解以来，

（" 9 !）维和（’ 9 !）维非线性演化方程的研究十分活

跃 :一些有重要物理意义的（" 9 !）维和（’ 9 !）维非

线性演化方程的多种特解被人们利用不同的方法揭

示出 来［&—!$］: 其 中，一 个 非 常 成 功 的 有 效 方 法 是

J3/［)—!$］提出的“分离变量法”:对于该方法，我们认

为其重要性不仅能够有效的求解出一些高维非线性

演化方程的多种特解，更重要的是由于该方法的使

用使得非线性科学中的三个原本独立研究、甚至是

相互对立的分支，混沌，孤子与分形发生了新奇的联

系 :正如 J3/ 所多次指出的那样可积性的定义需要

人们进一步研究 :对于使用分离变量法和其他方法

所揭示的新现象，是非常丰富和奇妙的，我们应该如

何在现实生活中去寻找和利用它们呢？

正是分离变量法的这些重要的作用，激起了本

文作者对该方法研究的兴趣 : 我们的研究发现，从

*+,-./01 变换出发，利用 23.456378 变换，一些有重

要物理意义的（" 9 !）维的非线性演化方程（组）被简

化为具有两个（或一个）分别关于（ !，"），（ #，"）的任

意函数的单个的线性偏微分方程 :通过对该方程的

解的讨论，不仅可以得到形式上与已有的分离变量

法所得的解相一致的解，还可以获得其他的新解 :本
文是 J3/ 分离变量法的进一步补充和完善 :

下面，以（" 9 !）维色散的长波方程为例进行

说明 :

" G（" 9 !）维色散的长波方程新精确解

（" 9 !）维色散的长波方程

$#" 9 %!! 9 !
"（$"）!# K %， （!）

%" 9（$% 9 $ 9 $!# ）! K % （"）

是由 *3AHA 等人首先提出的［!<］，对该方程的研究已有

丰富的结果 :文献［!<］证明方程（!）和（"）是 J@L 和

MNO 可积的，但文献［!(］却证明它不具有 P@A0.4QR 可

积性 :文献［!)，"%］给出了它的具有任意函数的 ;@,5
S331F5TAI@B3I3 型和一般的!U 的对称代数 : 利用分

离变量法，文献［!’—!$］详细讨论了该方程的多种

精确解 :对于该方程精确解的其他研究方法可见文

献［"!—"’］:
我们知道，方程（!）和（"）具有如下的 *+,-./01

变换：
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这里 !!（"，#）为（"，#）的任意函数 "
由（#）式容易看出 $ $ % !% & ’，将此式代入方

程（’）和（(），得到一个相同的方程

!%# % !""% ) !"!% ) !!"% $ !， （*）

（*）式可写为

!%（!# % !"" ) !!"）$ !， （+）

将（#）式中的 ! $ (（ ,- &）" ) !!（ "，#）代入（+）式中

（这相当于对 ! 使用了一次 ./,012/34 变换），有

!%｛!"
( &# % ( &"" ) (!! &"( )& ) !! # % !!"" ) !! !’"｝

$ !， （5）

（5）式等价于如下的线性偏微分方程：

&# % &"" ) !! &" $（(’（"，#）) ((（%，#））& "（6）

这里 (’（"，#）和 ((（%，#）分别为（"，#）和（ %，#）的任

意函数 "下文仅考虑 $ $ !% & ’ 的情形，$ $ & !% & ’
的讨论是类似的 "

虽然方程（6）是一个线性偏微分方程，但目前还

没有直接而简单的求解方法 " 受 7/8 的分离变量法

的启发，可以考虑如下形式的解的存在性：

& $ )! ) )’ *（"，#）) )( +（%，#）

) )# *（"，#）+（%，#）" （9）

事实上，我们有

命题 ’ 对任意的常数 )!，)’，)(，)#，设函数

*（"，#）与 +（%，#）为满足

’）)! ) )’ *（"，#）) )( +（%，#）) )# *（ "，#）+（ %，

#）!!；

(）对任意的函数 ,（ #），+（ %，#）还要求为满足

:;<<=>; 方程

+# $ ,（ #）+（)! ) )( +）

的任意函数 "则当

!!（"，#）$ &
｛*# ) *"" ) ,（ #）*（)! ) )’ *）｝

*"

时，由函数

& $ )! ) )’ *（"，#）) )( +（%，#）) )# *（"，#）+（%，#）

所确定的 ! $ (（ ,- &）" ) !!（ "，#）和 $ $ !% & ’ 均为

方程（’）和（(）的解 "
证明 根据上面的讨论，只需证明对任意的满

足条件 ’）与 (）的函数 *（"，#）与 +（ %，#），存在函数

(’（"，#）和 ((（%，#）使得（6）式成立即可 "实际上，将

& $ )! ) )’ *（"，#）) )( +（ %，#）) )# *（ "，#）+（ %，#）
代入（6）式，并利用 !! 及条件 (），即可求得对任意

的函数 ,（ #）有

(’（"，#）$ & ,（ #）（)! ) )’ *）， （?）

((（%，#）$ ,（ #）（)! ) )( +）" （’!）

此时，对如上选取得函数 (’（"，#），((（%，#）及

!!（"，#）$ &
｛*# ) *"" ) ,（ #）*（)! ) )’ *）｝

*"

和

& $ )! ) )’ *（"，#）) )( +（%，#）) )# *（"，#）+（%，#）
就满足（6）式 " 因此，由函数 & $ )! ) )’ *（ "，#）)
)( +（%，#）) )# *（"，#）+（ %，#）所确定的 ! $ (（,- &）"

) !!（"，#）和 $ $ !% & ’ 均为方程（’）和（(）的解 "
注：从数学角度来看，文中出现的函数须对其光

滑性作一定的要求，但为了表述上的方便，全文中出

现的函数均假定具有所处理问题要求的光滑性，而

不再加以说明 "
从（+）式出发，取 ! $ !’（ "，%，#）) !!（ %，#）则

有

!%（!’ # ) !’"" ) !’ !’" ) !! !’" ）) !!%# $ !，

（’’）

再令 !’ $ (（,- &）" ，有

!%!"
( &# ) ( &"" ) (!! &"( )& ) !!%# $ !， （’(）

此时，有

命题 ( 对任意的函数 !!（ %，#）$ !!（ %），和任

意的函数 ,’（%），,(（%），,#（%），由函数

& $ ,’（%）0(!
(
!（%）# ) ,(（%）0&(!!（%）" ) ,#（%）0!!（%）"

所确定的 ! $ (（,- &）" ) !!（ %）和 $ $ % !% & ’ 均为

方程（’）和（(）的解 "
证明 取 !!（%，#）$ !!（%），则（’(）式变成

!%!"
( &# ) ( &"" ) (!! &"( )& $ !， （’#）

（’#）式等价于

( &# ) ( &"" ) (!! &" $（(’（"，#）) ((（%，#）&，
（’*）

(’（"，#），((（ %，#）为任意函数 " 取 (’（ "，#）$ !，((

（%，#）$ *!(
!（ %），我们考虑求方程（’*）的如下形式

的解：

&（"，%，#）$ *（"，%）) +（%，#）， （’+）

将（’+）式代入（’*）式中，得

(+# ) (*"" ) (!! *" $ *!(
! + ) *!(

! *， （’5）

由（’5）式有

(+# $ *!(
! +， （’6）

(*"" ) (!! *" $ *!(
! *， （’9）
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由（!"），（!#）式有

!（"，#）$ $!（"）%&%
&
’（ "）# ， （!(）

&（’，"）$ $&（"）%)&%’（ "）’ * $+（"）%%’（ "）’ ，（&’）

因此

(（’，"，#）$ $!（"）%&%
&
’（ "）# * $&（"）%)&%’（ "）’

* $+（"）%%’（ "）’ ,
这就完成了命题 & 的证明 ,

显然，我们这里命题 ! 所确定的解形式上与文

献［!+—!-］中利用分离变量法所获得的解是一致

的，命题 & 所确定的解在形式上可以看成是由

( $ )’ * )! &（’，"）* )& !（"，#）* )+ &（’，"）!（"，#）
所确定的解，但此类解中函数 &（ ’，"）与 !（ "，#）所

需满足的条件目前还未找到，需进一步的研究 ,文献

［!.］对分离变量法也给出了一些研究，得到了一类

新的分离变量解 ,从解的结构上可以看到，本文的结

果和文献［!.］的结果进一步丰富了分离变量法在求

解高维非线性演化方程时所给出的解的类型 ,
我们知道，对于微分方程，特别是非线性微分方

程，尚无统一的求解方法，而孤子方程却都有无穷多

解，这自然促使我们提出这样的问题：对于方程（!）

和（&），它还有什么形式的解？又该如何论证呢？

对于前者，我们利用 /012 函数法在文献［&+］中

得到了一类由三个关于 " 的任意函数 *&，*+，*3 和

一个关于 # 的任意函数 *! 所确定的精确解 ,在文献

［&3］中，通过进一步的改进 /012 函数法的使用过

程，我们更简捷的获得了高阶（& * !）维 456%57809:
方程和（& * !）维 456%57809: 方程的同类精确解 , 而

这些解目前还不能用分离变量法和本文的方法得

到 ,这说明 /012 函数法仍是精确求解中的一个有着

独立意义的方法 ,

+ ; 结 论

总之，从 4<=>?91@ 变换出发，利用 A6?%7B6:C 变

换，一些有重要物理意义的（& * !）维的非线性演化

方程（组）被简化为具有两个（或一个）分别关于（ ’，

#），（"，#）的任意函数的单个的线性偏微分方程 ,通
过对该方程的解的研究，获得了原方程一些新的精

确解 ,其中，一些近年来被广泛研究的由分离变量法

所获得的解也被重新得到 , 另外，从本文的结果可

知，方程（!）和（&）以及其他的（& * !）维的非线性演

化方程（组）的反映新的波动现象的解可利用类似文

献［!+—!.］的方式给出，同时，本文的处理方法也适

用于许多的（& * !）维的非线性演化方程（组），有关

结果将在另文中给出 ,
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