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评注了《大学物理》,- %’ 一文关于量子几何相位与 ()*+, 相位论述与《物理学报》./ %$#- 一文的结论有极大不

同 .指出前者对 ()*+, 导出的相位与量子几何相位关系的错误陈述，而后者的结论是正确的 .
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#）本文只讨论 (/0 相位 .文献［&］是全面评注文献［6］和文献［"］中的许多问题 .文献［6，"］中关于 (/0 相位论述的错误同样出现在 7)18 9 :

;14 ()+ : < #==5 !"#$ . %&’’ . < ,-3 %’=.早在 #=-- 年 >?@;3), A <#=-- ( . !"#$ . )：*+’" . ,&- . ,- (--= 对一个特定的哈密顿量导出 (/0 相位与

B)@@C 相位的关系，文献［’］是普遍论证这一关系 .
! D/E;+3：FG;;@HI J,G. )4G. H1；电话：$%$/-6##’%6".

# K 引 言

关于 ()*+,/0+),)12)34（(/0）文章中讲述的量子

力学波函数［#］和量子几何相位［%］的关系，在文献［’］

中就得出明确的结论 .然而在最近出版的文献［"］的

结论与文献［’］极不相同 .文献［’］指出 (/0 相位一

般没有物理意义，不可视为量子（几何）相位 .需要使

量子不变量 .（ ’）满足一定的条件，循环量子系统，(/
0 相位才能是几何相位与动力相位之和 .而文献［"］

把 (/0 导出的相位直接对比认为就是包括了几何相

位和动力学相位而不必再加物理条件 .这就提出一

个对研究和教学都有意义的问题 .这两种讲法，孰是

孰非？本文就是讨论这两种相位的关系，从与文献

［’］不同角度出发论证，得到与文献［’］相同的结论，

而指出文献［"］中论述的一些错误［&］#）.

% K (/0 相位

()*+, 不变量方法是一种求解具有显含时间（但

不含时间导数）哈密顿的 LHM@N)4+18)@ 方程的一种方

法［#］.但是该方法受有很强的限制，就是物理系统的

哈密 顿 要 容 许 存 在 一 个 依 赖 时 间 的 厄 米 不 变 量

.（ ’）.它满足下列条件
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/（ ’）显含时间，.（ ’）不与 /（ ’）对易 . .（ ’）是一组完

全堆集力学量中的一员 . .（ ’）和其他成员有共同正

交归一本征函数 !，0〉，!标记 .（ ’）的本征值量子

数，0 是其他量子数集合 .
.!，0〉P!!，0〉. （%）

()*+, 证明，!为实数，不依赖时间，把 !，0〉乘以一

相位因子 )+"（ ’），

!，0〉" P &1"!0（ ’）!，0〉， （’）

适当选择"!0（ ’），!，0〉" 是满足 LHM@N)4+18)@ 方程

的一个特解 . LHM@N)4+18)@ 方程的通解是

’〉P "
!，0

2!0 )
+"!0（ ’）!，0；’〉， （6）

其中 2!0 是不依赖时间的系数 .相位"!0（ ’）可求出一

般形式为

"!0（ ’）P #
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以上是不变量方法解 LHM@N)4+18)@ 方程的要点 .
()*+, 当时只把它用于求解含时谐振子系统和带电

粒子在依赖时间变化的某些电磁场中的运动等少数

例子 .本来这种方法仅仅是一种解 LHM@N)4+18)@ 方程

的特殊方法 . ()*+,/0+),)12)34 解出了一些具体哈密

顿系统，文献［"］有关 ()*+, 相位与 B)@@C 相位，<<
相位关系上的讲述中，却把 (/0 相位认为是动力学

相位和量子几何相位两项之和 .
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在文献［!］中 "#$$% 相，&& 相与 ’#()* 相的关系

的一节中写道：“事实上，任何一个力学量⋯⋯的本

征态都可以有一个含时间相位不定性 + 根据这个观

点，"#$$% 绝热相或 && 相的出现，就更容易理解了 +”
看来该作者以为量子几何相位之出现来自本征函数

的不定相位 +事实上，"#$$% 的论文，&,-$./.01&/-/2-/
的论文以及 3)456#7 和 8,-9#$# 的论文集［:］的主要论

文都清楚，量子几何相位并非属于这种所谓“含时不

定相位”之类别的相位 +（;）式表达的相位!"!（ "）看

起来颇有点像 && 论文中包含 && 相位的式子 +但实

质上 && 相位是在循回过程（5%54)5 #0.4<=)./）才出现

的 +它的积分限是 " 从 > 到#，#是一周的时间 +除此

之外更重要的是，除了表面有点相似之外，&& 相位

本来就不是 ’#()*1?)#*#/@#42 求出的!"!（ "）+ 量子几

何相位与未加上其他条件时 ’1? 相位:）两者的物理

和数学意义都全不相同 +（;）式!"!（ "）的右端第一项
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这个相位式子在 85,)@@ 的量子力学教科书［D］里早已

写入了，时间比 ’#()* 等人发表两论文更早或至少

是相近 +所以这个相位并不是什么重要发现，这个相

位是物理学者都知道是一般的相位，不具备几何性，

不是惟一的量值，不是可观察量 + 一句话，物理上是

完全不属于几何相位的类别，在数学意义上，!A（ "）
更不是态矢平行移动的总体改变，不具有几何意义 +
文献［A］主要贡献是给出解出一种类型微分方程的

所导出的相位是准确而不作近似的 +因此，后来由它

在循回过程所不变量方法得的几何相位也就不需作

近似:）+

:）在本文中所讨论的 ’1? 相位是指在文献［!，;］中称为 ’#()* 相位，即用 ’#()*1?)#*#/@#42 不变量方法，没有加入循回条件解出的量子力学

波函数相位 +国外出版物中有人认为如果用动力不变量理论来讨论一般求出 85,$E#2)/F#$ 方程的通解，加上一些广泛的条件（初条件及边界条

件）和另一些特定的条件 +这时也可能得出具备几何性的量子相位，但这不是本文讨论的问题，这种用不变量的方法可以成为引入量子几何相

法的方法之一 +不过，无论如何，避开用矢量平行移动方法引入量子几何相位，虽然方便于对大学生的教学但不利于研究者对量子几何相位的

本质深入认识 +

G H 不可类比的误用

文献［;］另一错误是引用 ’1? 相位来类比量子

几何相位 +文献［!］和［;］称在一般绝热过程

%#（ "）〉B #I9［J )!
"
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2 "$#（%（ "））K$］ #（ "）〉（L）

不满足 85,$E2)/F#$ 方程，要补上&#（ "），

%#（ "）〉B #I9［)&#（ "）］

M #I9［J )!
"

>
2 "$#（%（ "））K$］ #（ "）〉 （N）

才满足 85,$E#2)/F#$ 方程 +
引用的类比是：按 ’#()* 文 &（ "）的本征函数（:）

式不满足 85,$E#2)/F#$ 方程，乘上 #)!（ "）后的（G）式才

是满足 85,$E#2)/F#$ 方程，据此，文献［!，;］就说（L）

式 不 满 足 85,$E#2)/F#$ 方 程，（ N）式 才 是 满 足

85,$E#2)/F#$ 方程 +下面我们指出这是错误的 +
按文献［!］推理，&#（ "）是量子几何相位，’1? 相

位!（ "），也就等同于量子几何相位 +事实上在 ’#()*
推导中 &（ "）不与 ’ 对易，没有共同本征函数 +（:）式

之 "，!〉不满足 85,$E#2)/F#$ 方程 +（G）式中!（ "）是

任意的待定的量，可以从要求（G）式满足 85,$E#2)/F#$
方程代入 85,$E#2)/F#$ 方程定出 +在（L）和（N）式的情

况，是根本不引入与 ’ 不对易的 &（ "），和它的本征

函数 +只有 ’ 和它的瞬时本征函数，没有与 ’ 不对

易的 & 的本征函数 +两者不可以类比 +并没有给出用

’1? 相位能论证（L）式不满足 85,$E#2)/F#$ 方程的理

由 +绝热解满足 85,$E#2)/F#$ 方程的意义是，作为冻

结了的瞬时哈密顿的本征态，不存在连联不同瞬时

的演化律 +但作为物理系统在绝热条件下的绝热态

波函数：量子绝热定理就给出 85,$E#2)/F#$ 方程的绝

热解（L）式，但这个绝热解在循回过程时，"#$$% 发现

它不完全，还应有一个相位因子，但是不完全不等于

它不是一个解，对于非循回的其他绝热过程 +（L）式

还是正确的绝热解，并且&（ "）并非量子几何相位，

只有在 " 从 "> 到 "> O (，’（ "）完成一循回时&（(）

才是量子几何相位 +文献［;］所引用的 ’#()* 相位的

类比说明对 ’#()* 导出的相位缺乏正确的认识 + 对

量子几何相位和波函数一般的相位的区别不清楚，

以致混淆两者的根本不同 +
我们可以举出 ".,P，Q<-/=<P R,#.$% :/2 #2+ 将

第 !SL 页一段论述转录如下：“T/# P-% /.( #I9#5=
=,-= )@ ’ )* - *4.(4% 0-$%)/F @</5=)./ .@ )，- F..2
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"
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!!DA 物 理 学 报 ;G 卷



!"#$!! %!" &’ ’()**，!# $+,# ,"),⋯⋯”

又可再举出 -. /#’’&)"，01)$,1( /#2")$&2’ 3+* . 44，
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)’<(5,+,&2 5;+5#;,<
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F#2,+; +I ,"# ’<’,#( &’ )$ #&E#$F#2,+; +I !> :#*+$E&$E ,+
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:< ,"# 5")’# I)2,+; #G &$#’（A）%! .”
这两段引文说明
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是在绝热近似下满足 K2";L#9&$E#; 方程的绝热态解 .

7 M 特定条件下的解，才出现量子几何相位

由线性厄米哈密顿 ! 给出 K2";L9&$E#; 方程，如

果有两个特解 %A（ "）〉，%N（ "）〉则% ? +A %A（ "）O

+N %N（ "）〉也是这方程的解，+A 和 +N 为任意复数 .

既然如此，%的相位自然可以因不同 +A 和 +N 而有

无穷多个不同相位的解，挑取合乎物理过程的解就

要加上边界条件 .不是凡满足 K2";L#9&$E#; 方程的波

函数的相位都是量子几何相位，只有在特定条件的

波函数才会出现 P#;;< 相位，只有在循回过程不可积

相位才可能是 P#;;< 相位 .必须按一定条件下才出现

几何性质的相位 .并且&（ +）是一常数相位（差），不

是什么含时不定相位，+ 是循回过程哈密顿量运行

一周的时序路径，或参数化了哈密顿量的闭合路径 .
文献［7］和［Q］对量子几何相位的基本概念给出不正

确的定义［6］，说’（ "）是 P#;;< 相位“具有参数空间中

的几何特征”（量子力学卷"第三版第 NN7 页）.事实

上’（ "）没有物理意义不是可观察量，不存在几何性

质，只有&（ +）才是 P#;;< 相位，即绝热的量子几何相

位 .两个名称是指同一物理量，所谓 RST 相位不加入

其他物理条件时与 P#;;< 相位没有物理或几何相关 .
从上列分析，我们认为文献［U］的结论正确，而

文献［Q］的概念，推理和结论都是错误的 .

［A］ R#!&’ V T AWXB , . -."/ . &/0% . ! AW6X

R#!&’ V T )$9 T&#’#$I#*9 H P AWXW , . -."/ . &/0% . "# A7QB
［N］ K")5#;# -，H&*#Y#Z [（#9）AWBW 12.*"23 45635"7(+.8 &/.%5 (*

&/0%(+%（H+;*9 K2&#$,&I&2）

［U］ R& P \，\")$E R ] )$9 \")$E @ ^ AWW6 9+". &/0% . :(* . $% N>BA
（&$ _"&$#’#）［李伯臧、张凌云、张向东 AWW6 物理学报 $& N>BA］

［7］ \#$E ‘ ] 12.*"23 -5+/.*(+% F+* . 44 U;9 #9 5.N7> a 7 .7 .7

（K2&#$2# b;#’’）（&$ _"&$#’#）［曾谨言 量子力学 第 44 卷，第三

版，第 N7> 页，a 7.7 .7（科学出版社）］

［Q］ \#$E ‘] N>>N ;6885<5 &/0%(+% ’" NU（&$ _"&$#’#）［曾谨言 N>>N 大

学物理 ’" NU］

［X］ K2"&II R 4 AWXU 12.*"23 -5+/.*(+% U;9 #9
［6］ R& V \ N>>N ;6885<5 &/0%(+% ’" AB（&$ _"&$#’#）［李华钟 N>>N 大

学物理 ’" AB］
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