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分析量子条件振幅算子的性质，该算子起一个类似于在经典信息理论中的条件概率的作用 +论证表示一个量
子双组元系统的条件算子的频谱在局域幺正变换下是不变的，并且表明它的不可分性 +证明一个可分态的条件振
幅算子不能有一个超过 ’的本征值 +得出一个在 ,-. /0123..条件熵的非负性基础上的相关的可分性条件 +
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’ 6 量子不可分性

自从爱因基斯，7-8-9:;<和 =-:0.提出量子不可
分性以来，量子不可分性是量子力学的最使人感兴

趣的具有重要意义的课题 +它的最重要的结果之一
是 >099方程，而此方程实验上显示出量子非局域性 +
近来，随着量子计算和通讯领域的出现，它所表示的

量子牵连和不可分性已经作为信息传递和产生的一

个源被研究［’，$］+例如，已经表明，在两个系统之间的
牵连能够被用来得到量子的超密的编码或传递机

理 +两个没有经典的对应部分的量子交换系统 +在这
里，信息的 ?@3..-. 的经典理论对于表示这些量子
信息的过程是不够的 +因此，必须构成一个精确考虑
量子位相的推广的理论，以恰当地把量子牵连并入

一个信息理论的体系之中 +
在文献［%］中，已经定义了这样一个量子信息理

论的体系，此体系依赖于 ,-. /0123.. 条件熵的概
念 +在 A0BC和 D832E［*］的工作中，研究了量子不可分
性与条件振幅算子之间的联系 +条件振幅算子与条
件概率起同样的作用 +条件振幅算子的数学性质有
支集，谱，与 ,-. /0123.. 熵的联系等 +我们可以在
,-. /0123..条件熵和基础的条件振幅算子的基础
上导出一个可分性的必要条件 +也就是，如果双组元
态是可分的，则条件振幅算子的本征值不能超过 ’ +
这个条件对于推广的 >099态混合中的一个 $ F $系
统也是充分的 +然而，一般地它不是充分的，如由牵

连的一个淡化的可能性所反映的那样 +因为仅当条
件振幅算子容许比 ’ 大的本征值的时候，,-.
/0123..条件熵能够是负的，所以一个有关的而较
弱的可分性条件是条件熵为非负的［%—"］+

$6 条件振幅算子和 ,-. /0123..条件熵

为了建立符号表示体系，我们首先简单描述由

两个随机变量 ! 和 " 表示的一个两粒子的经典系
统的信息理论的处理 +如果 ! 和 " 由联合概率分布

!（#，$）表示，那末能够定义联合 ?@3..-.熵

%（!，"）G H"
#，$

&（#，$）9-I$ &（#，$）， （’）

它反映出组合 !" 的随机性，应用在 $ 上的 # 的条
件概率

&（# $）G &（#，$）
&（$）， （$）

于是，定义在 $ 上的 ! 的条件熵

%（! "）G"
$
&（$）%（! " G $）
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$
&（$）"

#
&（# $）9-I$ &（# $）
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#，$

&（#，$）9-I$ &（# $）， （%）

此熵表示当 " 已知时 ! 的平均的剩余的不确定性 +
用（$）式容易证明，条件熵可表示为

%（! "）G %（!"）H %（"）+
为了计算量子牵连以及经典的相关性，可以推

广对于由密度算子表示量子变量的结构 +密度算子
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!是非负单元迹的厄米算子 !让我们考虑在直积希
尔伯特空间"!!" #"!!!"!" 中由一个密度算子

!!"表示的一个双组元量子系统 !" !每一个子系统 !
或" 分别由约化的密度算子!! # $%"［!!"］或!" #
$%!［!!"］表示，其中 $%!和 $%" 表示部分迹 !
定义 & 定义在 " 上的 ! 的条件概率的条件振

幅算子为［’，(］

!! " ")*+,［-./,!!" 0 -./,（&! !!"）］

# -12
##3
［!

&4#
!"（&! !!"）

0&4#］#， （(）

此式是在联合的希尔伯特空间"!!"中在!!"的支集

上定义的一个正半定的厄米算子（参见下述引

理 &）!
我们称满足性质 $ # $5 的算子为“厄米的”，而

严格来说，这个性质在数学文献中被称为“自伴性”!
然而，它们对于在这里所考虑的被束缚的算子是相

同的 !一般地，一个线性算子!的支集是!的区域的
所有 "〉的集合的封闭，对于所有的 "〉，!"〉$6 !
对于被束缚的厄米算子，!的支集简单地是!的核
的分量，也就是，由对应于非零的本征值的本征矢量

所张的!的领域的子空间 !
（(）式的第二个表达式依赖于 $%.77)%的积的公
式，)*+（ % 8 &）# -12##3［)*+（ ’ 4#）)*+（ ( 4#）］# !
$%.77)%公式有时被称为对于无限维矩阵的 91)积公
式，但是它对于非束缚的自伴的算子也成立 !［:］

需要着重指出，条件振幅算子是条件概率（,）式
的自然的量子类似 !因为!!"和（&!!!"）

0 &不必对

换，所以 $%.77)%对称化保证!! "是一个正常的算子

（它与它的厄米共轭对易），因而它的对数是很好被

定义的 !的确，!!"的指数的特征直接意味着它的厄

米性和非负性 !
引理 & ;)%（&!!!"）%;)%（!!"），式中 ;)%（!）

是!的核（满足!"〉# 6的!的领域所有的"〉的
集合）!因而，条件振幅算子!! "在!!"的支集上很好

地被定义 !
我们必须证明，任何具有零本征值的（&!!!"）

的本征矢量 "〉必须满足!!" "〉# 6!首先说明，任
何这样的本征矢量 "〉能够写为态 #〉的一个线性
组合 !态 #〉为

#〉# )〉! *〉， （<）
式中 )〉是在"!! 中的一个任意的态矢量，而 *〉
是!" 的具有零本征值的本征矢量，也就是，!" = *〉

# 6!很容易检测，它在 ! 上的部分迹为零，也就是

$%!［!
>］# +*!"+* # 6! （:）

这由普遍的关系式

$%!［（&! !$"）%!"］#$"$%!［%!"］ （?）
得到，上式中$" 和%!"分别是在"!" 和"!!"中的任

意算子 !因为!
>是正半定的和无迹的，所以有&!# 6!

因此，特别是，在态 =#〉中的!
>的期待值为零，即

〈#!
> #〉#〈#!!" #〉# 6， （@）

该式反过来意味着!!" #〉# 6，因为!!" 是正半

定的 !而对于在叠加 "〉中的每一项 #〉，都满足

!!" #〉# 6的话，则得到!!" "〉# 6!
定义 , A.B C)D2EBB 条件熵通过用联合密度

算子!!"和条件振幅算子!! "被定义为
［’，(］

,（! "）# 0 $%"［!!" -./,!! "］， （F）

此式与经典的定义（’）式非常类似 !因此，,（ ! "）
对应于在 " 上的 ! 的条件量子熵，并且数学上作为
引理 &的一个结果被很好地定义 !在（F）式中的迹被
限于!!"的支集，也就是，!!"和 &!!!" 的具有零本

征值的共同的本征矢量"〉在 $%"中被忽略 !这个论
述也被用在经典信息理论中以定义条件熵 !
定理 & !! "的定义和 A.B C)D2EBB 条件熵的

定义意味着，,（ ! "）# ,（ !"）0 ,（ "），如对于
GHEBB.B熵那样 !
首先，用（(）和（F）式，有

,（! "）# 0 $%［!!" -./,!!"］

8 $%［!!" -./,（&! !!"）］， （&6）
式中等号右边第一项显然等同于 ,（!"）!为了计算
（&6）式的右边第二项，写

$%!［!!" -./,（&! !!"）］# $%!［!!"（&! ! -./,!"）］

# $%!［!!"］-./,!"

#!" -./,!"， （&&）
式中已利用（?）式 !由此，（&6）式右边的第二项为

$%"［!" -./,!"］# 0 ,（"）! （&,）
因此，从（&6）式，得到了

,（! "）# ,（!"）0 ,（"）!
引理 , 条件振幅算子!! "的谱在直积形式

-!!-" 在!!"上的幺正变换下是不变的 !
让我们考虑同构

!!" #!" !" #（-! ! -"）!!"（-5
! ! -5

"）!（&’）
首先依照这个变换计算联合密度算子在 ! 上的部
分迹，也就是，

!" " # $%!［!" !"］# $%!［（-! ! -"）!!"（-5
! ! -5

"）
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! "#!［$! ! "#）（"! ! $#）!!#（"%
! ! $#）（$! ! "%

#）

! "#"#!［（"! ! $#）!!#（"%
! ! $#）］"%

#

! "#!#"%
#， （$&）

式中已经用了（’）式和迹的基本不变性 (由此得到，
条件振幅算子按照

!! # "!) ! # !（"! ! "#）!! #（"%
! ! "%

#）

（$*）
变换，因而它的谱在 "!!"# 下在!!#上保持不变 (
引理 $ 显然意味着，+,-（!!#）#+,-（$!!!#）(

也就是，!!#的支集被包括在 $!!!# 的支集中 (等同

地，./#（$!!!#）$+,-（!!#）! $，因而由具有 $!!

!# 的零本征值的本征矢量所张的子空间从!!#的支

集中脱离，并且因而!! #在!!#的支集中不包含奇

点 (当然，存在一个对于概率分布的经典类似，此经
典类似保证!（% &）!!（%，&）0!（&）很好地被定义，
如果 %，& 使!（%，&）%1 (的确，如果 & 满足!（ &）!
1，那末!（%，&）! 1，&% (这是显然的，因为!（ &）!
’%!（%，&）和!（%，&）(1 (
综上所述，可以得出如下性质：234 5/,6744 条

件熵 ’（! #）在积形式 "!!"# 的一个幺正变换下

是不变的 (这个性质可由 ’（! #）的定义，（8）式，并
结合（$*）式而得到，并可以按照定理 $ 明显地被
验证 (

9 : 可分性条件

定理 ; 算子"!# ! < =3>;!! # ! =3>;（$!!!#）

< =3>;!!#是正半定的，如果由!!#表示的量子双组元

系统是可分的 (
让我们考虑一个可分的（或经典相关的）双组元

系统，此系统由密度算子!!#表示，也就是，直积的

态的一个凸面的组［’］

!!# ! ’
(
)(（!
（ (）
! !!

（ (）
# ），

具有’
(
)( ! $和 1) )( ) $， （$?）

式中!
（ (）
! 和!

（ (）
# 分别是在)!! 和)!# 中的态 (权重

)( 能够一个随机变量的概率分布测量，而此随机变

量通过两个方面被用来制备它们的子系统 ! 和 # (
也就是，如果子系统 !（或 #）在态!

（!）
( （或!

（#）
( ）中

被制备，那末当随机变量取值 ( 时，联合系统的态由
（$?）式给出 (让我们定义算子

#!# * $! !!# <!!# ( （$’）
容易检验，#!#是正半定的，如果!!#是可分的 (于是，
我们有

#!# ! ’
(
)(［（$! <!

（ (）
! ）!!

（ (）
# ］( 1，（$@）

这是因为正算子的一个和是一个正的算子 (对于上
式方括号中的两项，每项均(1 (现在，能够得到如下
的一般性的表述，即如果 * 和 + 是两个厄米算子，
而且 *(+ A 1（式子 *(+ 意味着 * < + 是一个正
的半定算子），那么 =4*(=4+，如由 BCD4/#定理［@］所
表示的那样 (需要说明，此表述的逆不存在 (作为以
上表述的一个实例，设 * ! $!!!# 和 + !!!#，可由

#!#(1得到"!#(1 (
由以上论述可以得出：任何一个可分的双组元

态满足条件!! #)$ (因为有!! # ! /E-;（ <"!#），所

以定理 ;的确表明没有一个条件振幅算子的本征值
对于一个可分的态超过 $ (这产生对于可分性的一
个简单的必要的（但不是充分的）条件 (这个性质的
经典类似是 < =3>; ,（% &）(1，&%，& (此不等式的得
出是依据下式：,（% &）! ,（%，&）0 ,（&）)$，&%，&，
因为 ,（&）!’%,（%，&）和 ,（%，&）(1 (
另外，还可以得出：234 5/,6744 条件熵 ’（ !

#）对于一个可分的双组元态是非负的 ( 因为有
’（! #）! "#［!!#"!#］，所以这个性质显然可从以下

式子得出："#［*+］(1，如果 *，+(1 (因此，条件熵
的非负性是对于可分性的另一个（较弱的）必要

条件［9］(
定理 9 存在不可分的双组元态!!#，而且算子

"!#是正半定的；因此，"!#(1（或!!#)1）不是可分
性的一个充分条件 (
考虑一个由!!#表示的双组元系统 !#，以另一

个在态!!)#)中的系统 !)#)延展它 (于是，联合的系统
由下列直积形式的一个密度算子来表示：

!!!)；##) !!!# !!!)#) ( （$8）
我们首先计算联合系统的条件振幅算子（在 ##)上
的 !!)的条件概率）

!!!) ##) ! /E-;［=3>;!!!)；##) < =3>;（$!!) !!##)）］，

（;1）
式中描述 ##)的约化密度算子是

!##) ! "#!!)［!!!)；##)］!!# !!#) ( （;$）
应用对于算子 *，+ A 1 的等式 =4（*! +）! =4*!
$ F $!=4+以及它的指数式，也就是，/E-*!/E-+ !
/E-（*!$ F $!+），得到
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!!!! ""! " #$%&［’()&!!" ! *!!"! + *!" ! ’()&!!!"!

, *! ! ’()&!" ! *!!"! , *!" ! *!! ! ’()&!"!］

" #$%&［（’()&!-. , *! ! ’()&!"）! *!!"!

+ *!" !（’()&!!!"! , *!! ! ’()&!"!）］

" #$%&［’()&!!" , *! ! ’()&!"］

! #$%&［’()&!!!"! , *!! ! ’()&!"!］/ （&&）
因此，有

!!!! 0 ""! "!! 0 " !!!! 0 "!， （&1）
此式平行于经典关系式

#（$$! 0 %%!）" #（$ 0 %）#（$! 0 %!），
如果 !" 和 !!"!是独立的双组元系统，也就是，如果
#（$，$!；%，%!）" #（$，%）#（$!，%!）/结果，有

"（!!!! 0 ""!）" "（!! 0 "）!"（!!!"!），（&2）

式中"（!）表示!的谱 /
（&2）式意味着，如果 !" 和 !!"!是具有!! 0 "#3 *
和!!! 0 "!#3 *的不可分系统，那末联合系统的不可分
性必然由!!!! 0 ""! #* 来表示 /另外，"!"$4 是对于

& 5 &和 & 5 1系统的一个充分的可分性条件，而不能
断言，#!"$4或!! 0 "#*在这些情形中也是充分的，
因为 6789#:定理的逆不成立 /有意义的是，能够在
数值上证明，仅仅很少的具有两个量子小块的不可

分的态由于!! 0 "#* 而成立 /这些“微弱地不可分
的”态，有一个经典的条件振幅算子，它们可能有值

得研究的性质 /
现在，假定 !" 是具有#!"$3 4或!!"#3 *的一个

不可分的系统 /换言之，算子!! 0 "容许一个超过 *的
本征值 /又假定，!!"!对应于在一个直积态!!!"! "!!!

!!"!中的两个独立的系统 /对于 !!"!的条件振幅算
子为!!!"! " !!! ! *"!，正如它 的 经 典 对 应 式

#（$ 0 %）" #（$）（假设 #（ $，%）" #（ $）#（ %））一样 /
显然，有!!! 0 "!#*，因为 !!"!是可分的 /按照（&2）式，

!!!! 0 ""!的本征值是!! 0 "的本征值和!!! 0 "!的本征值的

成对的积 /因此，容易得到一个具有足够小的!!! 0 "!

的本征值的系统 !!"!，其本征值的任一个与!! 0 "的

一个非经典的（ ; *）本征值的积在!!!! 0 ""!的本征值

中产生，而!!!! 0 ""!的所有本征值均#* /于是，扩展的
系统由#!!!；""!$4或!!!! 0 ""!#*表示，而它显然包含
一个可分的分量 !" /不可分性的这样一个淡化总是

能够达到的，由于一个系统 !!"!是足够大并极大地
混乱的，也就是，!!!"! < *!!!*"! /显然，条件#!"$4
或者!! 0 "#*对于可分性不是充分的 /

2 = 量子双组元系统的非经典特征

在量子信息理论中，对于由一个密度算子!!"

表示的一个双组元系统，我们定义一个条件振幅算

子!! 0 "（在!!"的支集上定义的一个正半定厄米算

子），它起与条件概率同样的作用 /特别是，这个算子
能够用来定义一个 >(9 ?#@AB99条件熵，&（! 0 "）"
, C:［!!" ’()&!! 0 "］，它完全与 DEB99(9条件熵相类似 /
许多经典性质的量子的对应性质也成立：*）!! 0 "在

!!"的支集上被定义，因而 &（! 0 "）很好地被定义，&）

&（! 0 "）" &（!"）, &（"），1）!! 0 " "!!!*"，如果 !
和" 是独立的，2）!!!! 0 ""! "!! 0 "!!!! 0 "!，如果!!!! 0 ""!

"!!"!!!!"!，F）当在!!"上实施一个局域的幺正变换

’!!’" 时，!! 0 "按照（’!! ’"）!! 0 "（’G
!! ’G

"）变

换，因而它的谱和随之 &（! 0 "）在!!"上的这样的变

换之下是不变的 /
在描述一个量子的双组元系统而不是一个经典

的双组元系统时出现的主要的非经典的特征是!! 0 "

可以有一个“非经典的”谱，也就是，!!"的本征值可

能超过 *，此特征反过来意味着 &（! 0 "）可以是负
的 /更特别是，对于任一可分态，!! 0 "#*，这也直接
地意味着 &（! 0 "）$4 /因此，对于可分性的一个必
要条件是条件振幅算子有一个“经典的”谱，或者条

件熵是非负的（后者是一个较弱的条件）/这些条件
一般来说不是充分的，因为以一个具有大维数的可

分态展开一个不可分的态可能产生不可分性的一个

淡化，也就是，它可能给出一个具有!! 0 "#*的一个
态 /换句话说，一些不可分的态以!! 0 "#* 存在，并
且显然，一些不可分的态以 &（! 0 "）$4存在，即使

!! 0 "%*，这个淡化效应在 & 5系统的情形中也出现 /
这来，多部分的牵连的一个新奇的类型已被发现，它

不以任一双组元分离被展现［H］，并且给出所谓的“束

缚的”牵连［*4］，分析对于这样的系统的条件振幅算

子的谱可能从新的观点解释多部分的牵连 /
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［!］ "#$#%&’%() " * !++, !"#$%"$ !"# -,,
［-］ ./0’%&) 1 $& ’( !++, )*+, 2 -$. 2 /$&& 2 "$ 3456
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