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类光测地线!$（"）与二维类空超曲面#正交，"为其仿射参量 +假如在类光测地线!$（"）上存在一点 !（ ! ,!$

（"!））共轭于类空超曲面#，则对于!$（"）上任一点 "（ " ,!$（""））满足"" -"!，一定能把!$ 连续变形成一条从#
到 " 的类时曲线 +当产生类时曲线的变分矢量场不是类光测地线上的广义 ./0123场时，这些类时曲线在趋于类光测
地线时，它们的固有加速度趋于无穷大 +
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众所周知，在广义相对论中，不仅连接固定点

#，" 的类光测地线!（"），在有共轭点时会经过微小
变形成为连接 #，" 的类时曲线，而且把 # 换成二维
类空超曲面，类似的结论也成立 +即，如果存在一条
连接固定点 " 和二维类空超曲面#的类光测地线
!$（"），它与超曲面#正交，而且沿该类光测地线存
在一点 !"（#，"）共轭于超曲面#，则存在一个对类
光测地线!$（"）的变分，由此得到的是连接超曲面

#和固定点 " 的类时曲线［!，"］+当产生类时曲线的变
分矢量场不是类光测地线上的广义 ./0123场时，这
些类时曲线在趋于类光测地线时，它们的固有加速

度趋于无穷大 +
我们首先给出类光测地线!$（"）的变分的准确

含义：类光测地线!$ 与超曲面#正交，它的变分是
$! 映射［!］$：（ ?%，%）@［$，""］#%，满足

!）$（$，"）,!$（"）；
"）存在"!，⋯，"& 把区间 $ ,"! A"" A⋯ A"&

,"" 1B［$，""］分成 & ? !个分区间，$在每个分区
间（ ?%，%）@［"’，"’ C !］上是 $) 的；

)）对于每个常数 (，("（ ?%，%）且 ($$，$（ (，

"）是类时曲线，记为!(（"）；
4）$（(，$）在二维超曲面#上，$（(，""）, " +

记!(（"）的切矢为 &( )&"
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% *)(，其中，*)$ 满足类

光测地线方程
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设曲线$（ (，"）且", 01=D9的切矢为 "
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,)（(，"），定义类光测地线!$（"）上的变分矢量场

,’（"）为 ,’（$，"），则 ,’（ (，"）对 *’( 的李导数为

零［!］，即
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用泰勒级数把 ?’"
( 展开，得
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类时曲线#!（"）上的参数"一般不是该曲线上的固
有时$，参数"和$之间的关系由下面几个公式
决定：
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由（*）式，可得
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同样，矢量!+!#，定义为

!+!# " %(
!

"

( %!#， （(*）
它与类时曲线#!（"）上的固有加速度 +# 不同：+#

的定义为
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这两个矢量的关系为［*］
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由（(,）和（-）式，计算得
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这是一个非常重要的公式 &
我们有另一个重要的公式［(］
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选择沿类光测地线##（"）平移的伪正交标架
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对于"等于常数，上述标架的四个矢量是常矢量，
可沿&（!，"）且""常数的曲线对它们进行平移，得
到 ,#

-（!，"），- " (，!，*，+，满足当 ! " #时，,#
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且有
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由（(/）式，并对其取极限 !##，得
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设
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由（/）式和黎曼曲率张量 )#$(’的反对称性质可知，

（!(）式的第二部分与 %0#的缩并为零 &这样由（!#）式
推出
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故，有
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(）如果!/(!/( %!/!!/! 0 #，从（-）式可得!! 1 # &
除非在 ! 趋于零时，+! " +#+# 趋于无穷大；否则，

（(.）式与（!*）式是相互矛盾的 &所以，得到类时曲线

#!（"）的固有加速度在 ! 趋于零时为无穷大 &
!）如果!/( " #，!/! " #，则变分矢量场 &# 的空间

分量满足方程（!(），即
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它说明变分矢量场 &# 是类光测地线##（"）上的广
义 234567场［(］&由于 &# 不恒等于零，但在 1 点为零，
说明#!（"）也是测地线 &
连接固定点 1 和二维类空超曲面’的类光测
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地线!!（"），它与超曲面#正交，假设沿该类光测地
线存在一点 !!（#，"）共轭于超曲面#，则存在一个
对类光测地线!!（"）的变分，由此得到的是连接超
曲面#和固定点 " 的类时曲线［"］#当产生类时曲线

的变分矢量场不是类光测地线上的广义 $%&’() 场
时，这些类时曲线在趋于类光测地线时，它们的固有

加速度趋于无穷大 #
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