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在位错动力学的 )**+*,方程基础上，引入周期场作用，把位错运动方程化为具有硬弹簧特性的 -.//01+方程，并
利用多尺度法分析了系统的动力学特征，利用 2*310456方法讨论了系统的全局分叉和系统进入混沌状态的可能途
径 7结果表明，当!8"一定，#不断减小时，系统逐渐向临界状态接近，然后经过无限次级联分叉进入混沌状态 7
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!; 引 言

随着人类认识能力的不断提高，人们已经完成

或正在完成从线性认识到非线性认识的超越 7凝聚
态物理中的非线性问题就是一类十分普遍而重要的

问题，比如热膨胀、热导率、晶格动力学、非线性光学

和半导体光磁电效应等都表现出了明显的非线性特

征 7非线性系统的一个重要特征就是它的振幅和相
位都是时间相关的函数 7一般情况下，非线性方程
不存在严格解，而近似解大都利用摄动法 7摄动法有
效的基本条件是小参数 7而对于大参数，系统则表现
出了另外一系列新的特征 7其中一个就是在参数变
化的某个范围内，系统将出现级联分叉，而后进入混

沌状态，表现出了特有的内在随机性 7这种随机行为
的特点是系统存在一个奇怪吸引子 7弱钉扎的电荷
密度波系统和在外场作用下的位错动力学系统都表

现出了这种混沌行为 7
随着加速器技术的发展，人们对带电粒子与物

质相互作用进行了广泛而深入的研究 7带电粒子的
沟道效应和沟道辐射便是人们发现的重要现象之

一 7由此发展起来的沟道技术在固体物理和原子核
物理中得到了广泛应用，而且还成功地用它来研究

了形（应）变超晶格 7所谓超晶格就是将两种晶格常
数不同（或相近）的材料交替生长，形成的多层薄膜

结构 7由于超晶格的材料、组分和层厚等均可以人为
（甚至在原子和分子尺度上）控制，可望得到均匀半

导体材料所不具有的光电特征 7值得注意的是，正是

由于超晶格的特殊几何结构，引起了人们对它的兴

趣 7比如选择 <=>作基片，沿［!%%］方向生长等厚的
<=>和 <=?@!>!A !薄层，由于在生长方向上晶格失配，

沿生长方向的各层将交替产生伸长和压缩形变，导

致（!!%）平面沟道偏折，使直沟道变成了锯齿状的
“折沟道”7这种沟道的特点是在界面处沟道平面连
续，一阶导数不存在 7当然，这只是一种理想情况 7实
际上，超晶格的沟道偏折是由于界面处晶格失配产

生应力，应力集中产生位错，位错运动、钉扎导致晶

格形变 7正是由于位错存在，超晶格在界面处的沟道
不再是折沟道，而是弯沟道 7其特点是界面处沟道平
面连续，一阶导数存在 7
本文在 )**+*,方程基础上，引入阻尼项和周期

场（比如声场）作用，对超晶格界面的位错运动作一

非线性描述 7事实上，引入阻尼项和受迫项后，位错
运动方程是一个具有硬弹簧特性的 -.//01+方程，利
用摄动法讨论了系统的动力学特征，并利用

2*310456方法分析了系统的非线性动力学行为，导
出了系统走向混沌的临界值，分析了系统的全局分

叉和系统进入混沌的可能途径 7在!8"A# 图上，讨
论了系统的混沌区和非混沌区 7结果表明，当!8"
一定，#不断减小时，系统逐渐向临界状态接近，然
后经过无限次级联分叉进入混沌状态；或者，当无量

纲的外场频率#固定，无量纲的系统参数!8"逐渐
增加时，系统也将经过无限次奇阶次谐分叉进入混

沌，直至断裂 7
作为可能应用，我们讨论超晶格的沟道偏折 7由

于超晶格的多层薄膜结构，粒子沟道不再是直沟道，
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而是折沟道 !我们曾经用位错静力学方法，讨论了沟
道偏折的机理 !本文试图从位错动力学出发，进一步
讨论超晶格界面附近位错的运动行为 !也许正是由
于位错的钉扎和堆积导致了沟道弯曲，但是，也可能

由于位错运动的混沌行为导致界面附近应力集中使

沟道畸形，甚至分层或“断裂”!这就为超晶格的制备
提出了更高要求，同时也为进一步改善材料性能提

供可能途径 !

" # 非线性运动方程

假定考察的位错是一段直的刃型位错，并假定

位错线与 ! 轴平行（即平行于超晶格相邻两个平面
的交线），且一端被杂质钉扎 !通常，位错沿 ! 方向
的位移!是位置 ! 和时间 " 的函数 ! $%&’ 年，())*)+
在研究金属内耗时首次描述了这样的系统［$］，并导

出!（!，"）满足偏微分方程

#（!）
!"
!
!!" , !#（!）!!

- $"（ "）. %!
"
!
!""
，（$）

其中 $ 是 /0+*)+矢量长度，% 是单位长度上位错的
有效质量（ %!#$

"，#是位错密度），"（ "）是位错在
单位长度上受到的力 ! #（!）是单位长度位错所对应
的势能，且是周期为 & 的周期函数 !将 #（!）按
120+3)+展开，并截断为如下形式：

#（!）, #4 -$$ 526
""!
& -$" 526

7"!
& ， （"）

其中 & 是晶格常数，$$ 和$" 是小量（同 #4 相比）!
由（"）式可得

!#
!!

,
""$$

& 638 ""!
& . "$9 638

7"!( )&
, ’（!）， （9）

其中$9 ,$" :$$ !
注意到$$ 和$" 是小量，于是，方程（$）左端的

#（!）可用 #4 代替；将（9）式代入方程（$），可得

#4
!"
!
!!" ,

""$$

& 638 ""!
& . "$9 638

7"!( )&

- $"（ "）. %!
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!
!""
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分两种情形讨论 !

!"#" 与时间无关的情形

假设系统处于稳定状态（比如系统经过比较长

的时间后），则系统状态与时间无关，!（ !，"）退化为

!（!），
!"
!
!""

, 4，"（ "）为常数"4，则偏微分方程（7）化

为如下形式的常微分方程

#4
;"!
;!" ,

""$$

& 638 ""!
& . "$9638

7%!( )& - $"4 !（&）

!"!" 与空间无关的情形

假设在滑移方向位错运动是均匀的，则系统的

状态与 ! 无关 !于是方程（7）化为

%!
"
!
!""

. ’（!）, $"（$）， （’）

其中 ’（!）由（9）式给出 !方程（’）是无阻尼的位错动
力学方程 !引入阻尼项，方程（’）化为

%!
"
!
!""

.&
;!
; " . ’（!）, $"（ "）， （<）

其中&是单位长度位错上的衰减系数 !方程（<）就
是本文关注的位错动力学方程 !
将 ’（!）按 =>?2+)级数展开，并取前两项，可得

’（!）, (! - )!
9， （@）

其中

( , ""( )&
"

$$（$ . 7$9），

) , $
’

""( )&
7

$$（$ . $’$9）! （%）

假定时间相关的周期场均匀地作用在所考察的

位错上（比如将它放置在周期变化的声场中），并注

意到（@）式，方程（<）可进一步化为

% ;"!
; "" .&

;!
; " . (! - )!

9 ,"4 $526’"，（$4）

其中"4 是外场振幅 !

令

$ ,&:%’4，’4 , ( :%， （$$）

( ,!:!4，!4 ,（( :"$）$:"，

) ,’4 "，* ,!4"4 $ :@*4， （$"）

*4 , (" :7)，+ , ’:’4，

则方程（$4）化为无量纲形式

;"(
;)" .$

;(
;) .( -(

9 ,*526+)! （$9）

系统（$4）是一个具有硬弹簧特性的 A0BB38*方程 !这
是一个典型的动力学系统，文献［"，9］用摄动法对它
进行过研究 !下面，首先讨论在弱非线性情况下系统
的动力学行为，而后再讨论大参数情况下系统的动

力学特征，并利用 C)?83D2E方法讨论系统的全局分
叉和系统进入混沌状态的可能途径 !
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!" 系统的主共振和次共振

假设方程（#$）中阻尼项和非线性项是一个小
量，则形式上可将它改写为

%&
!

%"& ’! ’ &#$
%!
%" (#!

! )%*+,&"，（#-）

其中 &$)’，而#是小参数，也是形式参数 .当它是
形式参数时，只需在结果中令它为 #即可 .当它是小
参数时，在方程中它仅代表该项是 !（#）量级 .我们
利用多尺度法讨论系统（#-）的动力学行为 .引入快
尺度 "$ )"和慢尺度 "# )#"，并注意到

%
%" ) #$ ’### ’ ⋯

%&

%"& )（#$ ’### ’ ⋯）&

) #&
$ ’ &##$ ## ’ ⋯

（#/）

其中微分算子 #$ ) !
!"$

.于是，方程（#-）可以表

示为

#&
$! ’ &##$ ##! ’ &#$#$! ’ ⋯ ’! (#!

!

)%*+,&"$ . （#0）
问题归结为寻找如下形式的近似解

! )!$（"$，"#）’#!#（"$，"#）’ ⋯ （#1）
将（#1）式代入方程（#0），并令#的同次幂系数相等，
可得

#&
$!$ ’!$ )%*+,&"$，

#&
$!# ’!# ) ( &#$ ##!$ ( &$#$!$ (!

!
$ .
（#2）

（#2）式中第一个方程的通解可表示为

!$ ) %#（"#）34"$ ’(34&"$ ’ * . * . （#5）
其中 *. * .表示共轭项，而

%# ) #
&’- 34)，( ) %

&（# (&&）
， （&$）

’- 和)是与时间有关的非线性振动的振幅和相位 .
从（#2）和（#5）式可以看出，当&!#时，系统出现共
振 .因为它在零级近似就出现，这种共振称为主共
振 .将（#5）式代入（#2）式的第二方程，可得

#&
$!# ’!#

) (［&4（%6 # ’$%#）’ !（%#"%# ’ &(&）%#］34"$

’（0%#"%# ’ !(& ( &4$&）(34&"$ ’ %!
# 3!4"$

’(! 3!4&"$ ’ !%&
#(34（&’&）"$ ’ !"%#

&(34（&(&）"$

’ !%#(& 34（#’&&）"$ ’ !%#(& 34（#(&&）"$ ’ * . * .（&#）

如果我们关心的不是方程的解，而是它的一般

动力学特征，则从上式就可以直接看出位错运动时

将穿过哪些共振线 .事实上，从方程（&#）可以看出，
当&!$，#7!，!时，系统出现共振 .因为这三条共振
线是在一次近似中出现的，这类共振又称为次共振 .
在二阶或二阶以上的近似中将出现更多的共振线 .
从上式还可以看出，& ) # 的这条共振线除了线性
激励外，非线性也可以激励 .这就是说，当位错运动
时，将穿越& ) $，#7!，#，! 四条共振线 .其中& ) #
的这条共振线是必须避免的，而& ) $，!，#7!则是应
当尽量避免的 .适当选择工作点，这些共振线是可以
避免的；即使不能避免，只要保证位错运动能够比较

快地穿过共振线（不包括& ) # 这条共振线），则材
料仍然是安全的 .

- " 系统的级联分叉与混沌临界值

分两种情况讨论 .

! "#$ 自治系统

根据定义，方程（#!）的自治系统由

!8 ’! (!
! ) $ （&&）

给出，或者表示为

!6 )*，

*6 ) (! ’!
!，

（&!）

其中*6 ) %*7%".系统（&!）有初积分

&（!，*）)
#
&*

& ’ #
&!

& (!
-

- ) ’ . （&-）

当 ’ ) #7- 时，系统存在一对异宿轨道（93:3;+*<4=4*
+;>4:）；当 ’ ? #7-时，存在一簇开轨道；当 $ @ ’ @ #7-
时，存在一簇围绕原点的周期闭轨道［&，!］.
容易算出 ’ ) #7-时，异宿轨道方程为

!$（"）) A :9 #&
&( )" ，

*$（"）) A#&& ,3*9& #&
&( )" ，

（&/）

它把相平面分成两个区域 .令 ’& )+7（# ’+&），可求

得 $ @ ’ @ #7-的闭轨道方程为

!+（"）)
#&+
# ’+# &

,= "
# ’+# &
，( )+ ，

*+（"）)
#&+
# ’+# &

*= "
# ’+# &
，( )+ %= "

# ’+# &
，( )+
（&0）

&-5# 物 理 学 报 /!卷



其中 !"（ !），#"（ !），$"（ !）为 %&#’()&" 椭圆函数，闭
轨道的周期为

"! * + , -!! . #（!）， （./）
而 #（!）是第一类完全椭圆积分 0

!"#" 非自治系统

由（..）式，非自治系统（,1）可以表示为

"2 *#，

#2 * 3" -"
1 3$# -%#’!&’0

（.4）

假设方程（.4）中的$和%是正的小量 0则系统的主
要特征由自治系统决定 0
利用 567")8’9 方法［+，:］，构 造异 宿 轨 道 的

567")8’9函数

$（’;）*"
<

3<
［3$#;（’）-%#’!&（’ -’;）］#;（’）$’

* %, - %. 0 （.=）

将（.:）式代入（.=）式，并利用积分"$&
#>+ & * 3 ,

1 ?>1 &

- ?>& ，可求得

%, *"
<

3<
3$#

.
;（’）$’ * 3 !. .

1 $0 （1;）

再利用三角函数和双曲函数的奇偶性以及积分

"
<

;

#’!$&
#>1
(&

$& *（$!@.(
.）!>$!.(
，可求得

%. *"
<

3<
%#’!&（’ -’;）#;（’）$’

* A!.!&%#’!&’; #’!6#> !..!( )& 0 （1,）

将（1;）和（1,）式代入（.=）式［B，/］，可得

$（’;）* 3 !. .
1 $ A!.!&%#’!&’; #’!6#> !..!( )& 0

（1.）
令 $（’;）* ;，并注意到 C #’!& C#,，可知当参数%@$
满足条件

%@$$
.

1!&
!> !.

.!( )& （11）

时，系统出现混沌 0当（11）式取等号时，系统处于临
界状态 0由此可导出系统的临界值为

’（,）<（&）*
.

1!&
!> !.

.!( )& 0 （1+）

利用 567")8’9 方法，再构造周期轨道超次谐波的
567")8’9函数

$
(
)（’;）*"

.!(
)&

;
［3$#!（’）-%#’!&（’ -’;）］#"（’）$’

* %, - %. 0 （1:）

将（.B）式代入（1:）式，并利用积分

"!"（!）$! * ,
!.［! 3 *（$(!，!）］， （1B）

$
$!#"（!）* 3 !"（!）$"（!），

$
$!$"! * 3!. !"（!）#"（!） （1/）

和

"!"(（!）$! * ,
( - [, !"(-,（!）#"（!）$"（!）

-（( - .）（, -!.）"!"(-.（!）$!

3（( - 1）!."!"(-+（! ]）$!，（14）

可得

%, *"
.!(
&)

;
（3$#

.
!（’））$’

* 3 4$)
1（, -!.）1@.

［（!. 3 ,）#（+）

-（, -!.）*（+）］， （1=）
其中 *（+）是第二类椭圆积分 0
利用三角函数和椭圆函数的奇偶性以及

!"（!）* .
!#（!）%

<

) * ,

,)3,@.

, 3 ,.)3, !)"［（.) 3 ,） !).#（+）］，

（+;）
其中

, * 63!!2 @!，

#2 * #（!2），

!2 *（, 3 +.）,@.， （+,）
可得

%. *"
.!(
&)

;
%#’!（’ -’;）#!（’）$’

*%-.（(，)）#’!&’;， （+.）

而

-.（(，)）*
;，) & ,或 ( 为偶数，

!. .!&#’!6#>!(#2.# ，) * ,且 (为奇数{ 0

（+1）
将（1=）和（+.）式代入（1:）式，可得

$
(
)（’;）* 3$-,（(，)）-%-.（(，)）#’!&’;，

（++）
其中

-,（(，)）* %, @$0 （+:）
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令 !
"
#（!!）" !，可导出 # " #，" 为奇数，且参数"$#

满足条件

$#（"，#）
$%（"，#）!"$# （&’）

时，系统出现 " 次谐波轨道 (（&’）式取等号，可求得
" 次谐波出现的临界值为

%（#）"（$）" "% %［（#% ) #）&（%）*（%% * #）’（%）］
+!$（# *%%）+$%

, -.!"&/（%）%&（%）
( （&0）

12 系统通向混沌的可能途径

注意到 & # *%" % &（%）"
%!"
$
，" 次谐波的临

界值（+3）可化为［4—#!］

%（#）"（$）" "% %［（%% ) #）&（%）*（%% * #）’（%）］
+!$（# *%%）+$%

, -.［$ # *%" % &/（%）］( （&4）
对于任一固定的$，当 "#5，即%## 时，可求得
%（#）"（$）的极限值为

678
"#5

%（#）"（$）"
%

+!$
-. "%

%!( )$
" %（#）5（$）( （&3）

可见，对于任一固定的$，当 " 充分大时，恒有不
等式

%（#）"（$）9 %（#）5（$） （1!）
成立 (于是我们可以断定，当$不变，参数"$#逐渐
增加时，系统将经过无限次级联分叉进入混沌状

态［##，#%］(从（+1）和（+0）式还可以进一步看出，当参数

"$#逐渐增加时，系统是经过无限次奇阶次谐分叉
进入混沌状态的 (

’ 2 系统的混沌区和非混沌区

我们考查系统的临界状态 (由（++）和（+&）式可

以看出，对于临界状态，系统参数"$#满足条件

"$# " %
+!$

-. "%
%!( )$ ， （1#）

图 # 参数"$#与无量纲频率$之间的关系（阴影表示
混沌区）

图 # 给出了"$#:$ 的关系，阴影区域恒满足
条件

"$# ; %
+!$

-. "%
%!( )$ ， （1%）

该系统处于混沌状态 (当"$#一定，$不断减小时，
系统逐渐向临界状态接近，然后经过无限次级联分

叉进入混沌状态 (或者，对于$一定，参数"$#不断
增加时，系统也逐渐接近临界状态，再经过无限次级

联分叉进入混沌，直至断裂 (
我们曾经用位错静力学方法，讨论了沟道偏折

问题［3］(本文进一步从位错动力学出发，讨论超晶格
界面附近位错的运动行为 (结果表明，在超晶格界面
处，由于位错运动、钉扎和堆积导致沟道形变，同时

也可能由于位错的混沌行为使超晶格出现分层或

“断裂”，这就对超晶格材料的制备提出了更高的要

求，也同时为进一步改善材料性能提供可能途径 (
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