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用“*+,-./0122”模型研究了 345,/67 8,557+ 时空中起源于电磁和引力场的黑洞量子熵的发散结构，结果表明量子

熵由线性发散项和对数发散项构成 9 如果平衡温度选为 :10.,4; 温度，固有截断替代坐标截断，则线性发散项可化

为正比于事件视界面积的形式；而对数发散项不仅依赖于黑洞的特征，也依赖于场的自旋，由于此项的存在，自旋

场的贡献不再与标量场的贡献成正比 9
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!国家自然科学基金（批准号：)%’<"%")）资助的课题 9
!@/A1,2：A,2,B,4%)<&C D,419 -EA

) F 引 言

自从’5 :EEG5［)］提出 *+,-./0122 模型以来，近 #%
年一直在研究黑洞量子熵的发散结构 9 也许为了简

单，绝大多数工作只考虑量子熵的主导项，这些工作

的主要结论是：除了粒子自旋引起的简并度，以及玻

色、费米粒子服从不同统计导致的不同系数外，所有

量子场对黑洞熵的贡献形式与标量场的贡献形式相

同［#—&］9 最近各种理论（如共形场理论）表明［(］，黑洞

熵存在对数修正项 9特别是文献［)%—)’］发现量子

场对黑洞熵的对数项贡献不仅依赖于时空的几何性

质，也依赖于场的自旋，自然与标量场的形式不同 9
这些结论是重要的，因为它表明了弯曲时空中热力

学存在不同于平直时空的自旋效应 9
本文研究电磁（ ! H )）和引力（ ! H #）场对 345,/

67 8,557+（368）时空中 8-I01+JD-I,26 黑洞熵贡献的发

散结构 9 这个考虑基于两个原因：（)）368 时空是含

负宇宙常数（! K %）爱因斯坦真空场方程的最大对

称解，对它的研究无论是对黑洞物理还是对量子引

力都极其重要 9 例如，理论上引力全息原理有一个

很好的具体实现，就是所谓的 368LMNO 对应 9另一方

面，与 68 时 空 不 同，368 时 空 中 黑 洞 可 以 处 在

:10.,4; 温度的稳定平衡辐射热浴里，因此可以用平

衡统计热力学方法研究黑洞的量子熵 9（#）虽然文献

［)$，)"］研究了标量场对 368 时空中黑洞熵的量子

修正，但是将这个研究推广到电磁、引力这样的高自

旋场并进一步研究自旋与量子熵的关系是一个非常

有趣的课题 9

# 9背景时空与自旋场

对于 368 时空中 8-I01+JD-I,26 黑洞背景时空的

线元为
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其中
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% 为黑洞的质量 9黑洞的事件视界由

) P #%
$ P!$#

’ H % （’）

确定 9容易证明，对于! K % 的情况，方程（’）有一个

实根 $: 和一对共轭复根 $ R ，实根 $: 为黑洞的事件

视界 9利用维耶特公式，有
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于是 " 可以分解为
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黑洞的表面引力可表示为
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其中 ! 的上撇为对坐标 " 的导数 !
在（"）式描述的时空中，可以如下建立零标架：

#! #（! $"，"，%，%），
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显然 #!$! # $ %!"%! # "，其 他 内 积 为 零 ! 应 用

-+./0123+14)*+［"5］公式，从（"）和（,）式得到非零自旋

系数为
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和 :+;< 张量的非零分量为
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（9）和（"%）式表明，（"）式描述的时空是 3+84)> ?
类的，所以电磁和引力场方程可以用微扰方法简化

为［"@］
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其中各算子的具体表达式为 ’ # #!+!，( # $!+!，)
# %!+!，且每一对方程中的第一个对应自旋态为 (
# )；第二个对应自旋态为 ( # $ ) !

将（,）—（"%）式代入（""）和（"&）式，发现波函数

可以分离变量
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其中 (*#+（ "
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）由下式确定：
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[
）满足的方程为
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解方程（"B）可以证明 (C%
#（"，,）为自旋2加权球谐函

数［",］，其中分离变量常数-值为

- # （ # $ (）（ # A ( A "! ）， （"5）

#，% 为整数，且满足不等式 #$ ) 和 $ #%%% # ! 这

样电磁和引力场的问题变成了求解普通微分方程

（"7）的问题 !

= !自由能与熵

按照’8 G))H8［"］的方案，黑洞的量子自由能和熵

可在“I4’(J2.0<<”边界条件下运用 :+18K+<2L40/+4*2
M4’<<)N’1 近似进行计算，所以径向波函数 "( $ )

(*-+（ "）
可以写为
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那么方程（"7）导致一个依赖径向坐标的波数，
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根据半经典的量子化规则，能谱由下式给出：

’
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其中.为一个正的小常数，0 为一个远大于 "G 的半

径，于是对应能量小于 + 的本征态数目为
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其中
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设平衡温度的倒数为&，则自由能可由下式
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给出：
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利用（&’）式确定的态密度，有
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将（1）式代入（&-）式，完成对 ) 的积分，得到自由能

在"%’ 的发散项为
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从（&,）式容易得到黑洞的量子熵为
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, %讨 论

（&,）和（&3）式给出 4)5 时空中 56789:;<67=*) 黑

洞的量子自由能和熵，显然它们是由坐标截断的线

性发散项和对数发散项组成，从（&1）和（&3）式可以

看出，对数发散项分为两部分，一部分归于背景时空

与黑洞的固有特征，即% 和 .；另一部分是电磁和

引力场的自旋效应，即（&,）和（&3）式的最后一项 %
应当注意，和渐进平直时空不同，对于 4)5 时空，量

子场的统计熵不存在正比于体积（(-）的项 %

如果采用固有截断 $# # &">& $，并取平衡温度

为 /98?=+@ 温度，即!# &!>$，那么（&3）式中线性发

散项可以表示为 / # 0 >$3’!$&#，这正是大多数文献

讨论的正比于黑洞事件视界面积的量子修正项 %
（&3）式中第一项与温度的三次方成正比，第二项与

温度的一次方成正比 % 显然，在温度充分低的情况

下，第二项变为重要的不可忽略的项 % 正是由于这

一项的存在，导致了不同自旋场对黑洞熵有不同形

式的贡献 %
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