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应用实空间重整化群变换和累积展开相结合的方法，在 *+,-.+/01+镂垫上研究了二体自旋作用和三体自旋作用
都存在时 23400模型的相变和临界性质，求出了临界点和临界指数 5与只有二体自旋作用的情况相比较，在无外场
和有外场的情况下，临界点和临界指数都发生了变化，这表明三体自旋作用对其临界点和临界性质都有一定的

影响 5
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! F 引 言

*+,-.+/01+镂垫（简称 *2）是一种文献中经常涉
及且很有代表性的有规分形，它具有一个很不寻常

的性质，就是它本身处于相变的边界，当其结构引进

很小的变化时，就会有有限相变温度的存在［!，#］5研
究该分形上的自旋问题对于分形上的相变和临界性

质的研究具有重要意义 5 *2晶格可通过迭代过程生
成，如图 !所示：将一个等边三角形的三边中点用直
线两两相连，其内部分成 6个边长为原来一半的小
等边三角形，去掉中间一个倒三角形，对剩余的三个

小等边三角形再实施与前面相同的操作，不断重复

下去，便得到二维欧氏空间上的 *25根据分形维数
和分岔度的定义，可知其分形维数 ! @ G >/$H>/#，最小
分岔度 "=+/ G $，最大分岔度 "=3I G 6［!—$］5 !:)6 年，

2,@,/研究了 *2晶格上的 J0+/K模型和 LDCC0模型的
相变问题，发现具有有限分岔度的 *2晶格上自旋
分离取值的磁模型只存在零温相变［!］5近年来，作为
J0+/K模型的推广，分形上自旋可以连续取值的 23400
模型的相变和临界现象问题引起人们的关注 5如，M+
和 N3/K应用实空间重整化群（-,/D-=3>+O3C+D/ K-D4.，
简称 P2）变换方法，研究了 # 层 *2晶格和 # 支钻
石等级晶格上 23400模型的相变问题，求出了临界
点和关联长度临界指数［6］5应用类似的方法，我们研
究了不同族分形上 23400模型以及外场中 QDER 曲
线和一族钻石型等级晶格上 23400 模型的相变问
题，以及 $ 分形晶格上 23400模型的临界性质，都得
出了具有普遍性的结论［’—%］5这些研究工作表明，对
于分形上的 23400模型，仅考虑两体相互作用时，系
统存在有限温度的相变 5

图 ! 二维 *2的生成过程示意图
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本文应用部分格点消约（!"#$%&’$()）*+变换和
累积展开（#,%,-&)’ "./&)0$()）的方法，在无外场和有
外场两种情况下，研究了二体自旋作用和三体自旋

作用都存在时 1+晶格上 +&,00模型的相变和临界
性质，求出了临界点和临界指数 2与只有二体自旋作
用相比，考虑三体自旋作用后，系统的临界点和临界

指数都发生了变化 2

3 4 1+晶格上的 +&,00模型

为了研究连续自旋系统的相变问题，5"6-$) 和
7&#于 89:3 年提出了 +&,00 模型［;］2该模型认为晶
格的格点 ! 上有一个自旋 "!，"! 在 "!— "! < ! "! 之间
的取值概率为

#（ "!）! "! ! "./ = $
3 "3( )! ! "! 2 （8）

为简单起见，本节先来研究无外场的情况下，同时考

虑二体自旋作用和三体自旋作用 1+ 晶格上 +&,00
模型的相变问题，此时，系统的有效哈密顿量可写为

=!% > &8"
〈 !’〉

"!"’ < &3"
〈 !’(〉

"!"’"( = $
3"! "3!，（3）

式中 "!，"’，"( 分别表示晶格格点 !，’，( 上的 +&,00
自旋变量，其取值范围为 = ?到 < ?之间的任何实
数；$ 称为 +&,00分布常数；&8 > )8 @（ (5 *）为简化的

二最近邻格点相互作用参数，&3 > )3 @（ (5 *）为简化

的三最近邻格点相互作用参数，&! A B（ ! > 8，3）对应

铁磁体情况，其中 )!（ ! > 8，3）为交换积分，(5 为

5(-’C%&))常数，* 为热力学温度；〈 !’〉表示二最近邻
格点，〈 !’(〉表示三最近邻格点 2系统相应的配分函
数为

+ >#
?

=?
⋯#

?

=?$
,

! > 8
! "! "./（=!%）2 （D）

!"#" $%变换

*+变换方法是统计物理中研究相变问题常用
的一种理论研究方法，对于分形上自旋模型的相变

问题，最常用的理论研究方法是实空间 *+变换和
累积展开［8，D，9—88］2为了表述简单，这里取生成元来
进行 *+变换 2图 3（&）给出 1+晶格的一个生成元，
各格点上的自旋分别以 "8，"3，"D，"E，":，"F 来表示，
根据（3）式，该生成元的有效哈密顿量可写为

%% "GG >%%B < -， （E）
式中

图 3 1+晶格的 *+变换过程 （&）为 1+晶格的一个生成元；

（H）为生成元经过 *+变换后的晶格

%%B > &8（ "8 "F < "3 "F < "3 "E < "E "D < "D ": < ": "8

< "E ": < ": "F < "F "E）=
$
3"

D

! > 8

"3!
3

= $
3（ "3E < "3: < "3F）， （:&）

- > &3（ "8 "F ": < "F "3 "E < ": "E "D）， （:H）
式中考虑到自旋 "8，"3，"D 中的每一个都处在两个
生成元中，而 *+变换是对整个系统的有效哈密顿
量进行的，整个系统的有效哈密顿量中和 "3!（ ! > 8，

3，D）有关的项是 = $
3（ "38 < "33 < "3D），所以在我们考

虑的生成元的哈密顿量（:&）式中 "3!（ ! > 8，3，D）项的
前面乘上了因子 8@3 2这里%%B 对应于只考虑二体自

旋作用时 +&,00模型的有效哈密顿量，利用 *+变换
可以严格求解；- 对应于三体自旋作用，可以看作微
扰项，将利用累积展开近似求解 2经过一次变换其内
点被消去，变到图 3（H），以 "I 8，"I 3，"I D 表示变换后

各格点上的自旋，经过此变换系统的配分函数保持

不变，这一变换过程可由下式表示：

###
?

=?
! "8 ! "3 ! "D###

?

=?
! "E ! ": ! "F "./（%% "GG）

> .###
?

=?
! "8 ! "3 ! "D "./（%%I"GG）， （F）

式中 . 为与自旋无关的重整化常数，%%I"GG为此生成
元经 *+变换后的有效哈密顿量 2
（F）式中定义部分迹（/&6’$&- ’6&#"，记为 J2 K2）

（J2 K2）>###
?

=?
! "E ! ": ! "F "./（%% "GG）， （L）

把（:）式代入（L）式，得到部分迹

（J2 K2）>###
?

=?
! "E ! ": ! "F "./（%%B）

M###
?

=?
（"-）! "E ! ": ! "F "./（%%B）

###
?

=?
! "E ! ": ! "F "./（%%B）
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! ! " #" $， （%）
式中

! !!!!
&

’&
( #) ( #* ( #+ #,-（"$.）， （/0）

" #" $ . !!!!
&

’&
( #) ( #* ( #+ #" #,-（"$.）

!!!
&

’&
( #) ( #* ( #+ #,-（"$.）

1（/2）

由于 " 为小量，对 #" 作展开，#" ! 3 4 " 4 3
5！"

5 4

3
6！"

6 4⋯，于是可以得到部分迹

（71 81）! (! 3 4 " " $ . 4 3
5！" "5 $ .

4 3
6！" "6 $ . 4 )⋯ 1 （3.）

由（+）式可以看出，经9:变换后系统的有效哈密顿量为
"$;#<< ! =>（71 81）

! =>! 4 (=> 3 4 " " $ . 4 3
5！" "5 $ .

4 3
6！" "6 $ . 4 )⋯ 1

对上式利用 =>（3 4 %）! % ’ %5
5 4 %6

6 ’⋯，得到

"$;#<< ! =>! 4 " " $ . 4 3
5！（ " "5 $ . ’ " " $ 5

.）

4 3
6！（ " "6 $ . ’ 6 " "5 $ . " " $ .

4 5 " " $ 6
.）4 ⋯， （330）

（330）式的展开称为累积展开 1因此，经 9: 变换后
系统的有效哈密顿量可写为

"$;#<< ! =>! 4 " " $ . 4 3
5（ " "5 $ . ’ " " $ 5

.），

（332）
这里只保留到二阶近似，并且舍去了常数项；! 可视
为累积展开的零阶项，这一部分可以精确求解［3.］1

!"!" #$变换的递推关系

利用（*）和（/）式来计算各阶累积展开项，采用

截断近似，经过较复杂的计算，得"$;#<<中累积展开的
零阶项为

! ! [#,- ’ &
)

&5 ’ &’3 ’ +’5
3

（& ’ 5’3）（& 4 ’3）
（ #53 4 #55 4 #56）

4
’5

3（& 4 5’3）（ #3 #5 4 #3 #6 4 #6 #5）
（& ’ 5’3）（& 4 ’3

]）
，（350）

一阶项为

" " $ . !!!!
&

’&
( #) ( #* ( #+ "#,-（"$.）

!!!
&

’&
( #) ( #* ( #+ #,-（"$.）

!
’3 ’5（ #3 4 #5 4 #6）
（& ’ 5’3）（& 4 ’3）

4
6’5

3 ’5（&5 4 )’5
3）

（& ’ 5’3）
5（& 4 ’3）

5（ #3 #5 #6），（352）

二阶项为

" "5 $ . !!!!
&

’&
( #) ( #* ( #+ "5 #,-（"$.）

!!!
&

’&
( #) ( #* ( #+ #,-（"$.）

!
（&5 ’ 5&’3 4 6’5

3）’5
5

（& ’ 5’3）
5（& 4 ’3）

5（ #53 4 #55 4 #56）

4
5’3 ’5

5（ #3 #5 4 #3 #6 4 #6 #5）
（& ’ 5’3）

5（& 4 ’3）
，

3
5（ " "5 $ . ’ " " $ 5

.）

!
（&5 ’ 5&’3 4 5’5

3）’5
5

5（& ’ 5’3）
5（& 4 ’3）

5（ #53 4 #55 4 #56）

4
&’3 ’5

5（ #3 #5 4 #3 #6 4 #6 #5）
（& ’ 5’3）

5（& 4 ’3）
1 （35?）

根据（33）和（35）式，求得生成元经 9:变换后
的有效哈密顿量为

"$;#<< ! (3（ #3 #5 4 #3 #6 4 #6 #5）’
&
) (5（ #53 4 #55 4 #56）

4 (6 #3 #5 #6， （36）
式中

(3 !
’5

3（&5 ’ )’5
3）（& 4 ’3）4 &’3 ’5

5

（& ’ 5’3）
5（& 4 ’3）

5 ，

(5 !
&* ’ 5&) ’3 ’ @&6 ’5

3 ’ )’5
3 ’5

5 4 %&’6
3 ’ 5&5 ’5

5 4 35&’)
3 4 )&’3 ’5

5

&（& ’ 5’3）
5（& 4 ’3）

5 ，

(6 !
6’5

3 ’5（&5 4 )’5
3）

（& ’ 5’3）
5（& 4 ’3）

5 1
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为了得到与变换前形式相同的哈密顿量，需要

对自旋进行重标，设 !!" "!!"（ " " #，$，%），则变换后
的哈密顿量可改写为

!#!&’’ " $!#（ !!# !!$ ( !!# !!% ( !!% !!$）

) %
$

#
$（ !! $# ( !! $$ ( !! $% ）

( $!$ !!# !!$ !!%， （#*）

式中

$!# " #
!

$
$$

#（%$ ) *$$
#）（% ( $#）( %$# $$

$

（% ) $$#）
$（% ( $#）

$ ， $!$ " #
!

%
%$$

# $$（%$ ( *$$
#）

（% ) $$#）
$（% ( $#）

$，

! "
%+ ) $%* $# ) ,%% $$

# ) *$$
# $$

$ ( -%$%
# ) $%$ $$

$ ( #$%$*
# ( *%$# $$

$

%（% ) $$#）
$（% ( $#）

( )$

$

，

（#+）

$!#，$!$ 分别表示经过 ./变换后二体和三体作用的
相互作用参量 0（#+）式是 ./变换前后相互作用参
量之间的关系，即 ./ 变换的递推关系，由它们出
发，可以求出系统的临界点和临界指数 0

!"#" 临界点和临界指数

（#+）式中令 $!" " $" " $""（ " " #，$），并且设 $"#
" %&，$"$ " %%1$ ’，求得系统的几个不动点为

2： & " 3， ’ " 3；
4： & " 5， ’ " 5；
6： & " 37$%#*， ’ " 37#,,$；
8： & " 37$+， ’ " 30 （#9）

根据 ./变换理论，把 $!#，$!$ 在点（$"# ，$"$ ）附
近展开，只保留线性项，有

$!# " $"# (!
$!#
!$#
（$# ) $"# ）(

!$!#
!$$
（$$ ) $"$ ），

$!$ " $"$ (!
$!$
!$#
（$# ) $"# ）(

!$!$
!$$
（$$ ) $"$ ）0

在不动点邻域 ./变换后的线性化矩阵为

(: "

!$!#
!$( )

#

!$!#
!$( )

$

!$!$
!$( )

#

!$!$
!$( )











$ $"

0 （#,）

对不动点 8，由（#9）和（#,）式求得 ./变换在 2
点邻域的线性化矩阵为

(:# "
+ 3( )3 #7$;#

， （#-）

两个本征值为":## " +，":#$ " #7$;# 0由于它们均大
于 #，所以该不动点不是临界点 0同样的分析可知，
不动点 2 和 4 为稳定不动点，它们也不是临界
点［#$］0
对不动点 6，其邻域的线性化矩阵 (: 的两个本

征值为":$# " +7*$% < #和":$$ " 37+;- = #，它是一个
鞍点 0根据 ./ 理论，该点即系统的临界点［#$］0在
（ $#，$$）空 间 中，它 可 以 表 示 为（ 37$%#*%，

37#,,$%%1$）0与只有二体自旋作用时的结果相比
较［*］，系统的临界点发生了变化 0为了直观地看出参
量 $# 和 $$ 在 ./变换中的变化规律，图 %给出该

./变换的流向图 0根据图 %同样可以确定临界点 0

图 % ./变换的流向图 8（37$+%，3）点对应于只考虑二体自旋

作用时的临界点；6（37$%#*%，37#,,$%%1$）点对应于考虑二体自旋

作用和三体自旋作用时的临界点

根据标度理论，利用大于 # 的本征值":$# "
+7*$%，注意到标度因子 ) " $ 和分形维数 * ’ "
#7+-+，求得一个标度幂 + " >?"1（ * ’ >?)）" #7+%;，进
一步求得关联长度临界指数#" 37*# 0与只有二体
自旋作用时的结果相比较［*］，我们发现关联长度临

界指数变小 0

% 7 有外场存在时的结果

对于有外场存在的情况，利用和上节类似的方

法，同样可以求得系统的临界点和临界指数，计算过

-,$$ 物 理 学 报 +%卷



程比较复杂，这里仅给出主要过程和结果 !
取生成元进行 "#变换，如图 $所示，生成元 "#

变换前的哈密顿量形式上和（%）式相同，只是这里
!!& ’ "(（ #( #) * #$ #) * #$ #% * #% #+ * #+ #, * #, #(

* #% #, * #, #) * #) #%）-
$
$"

+

% ’ (

#$%
$

- $
$（ #$% * #$, * #$)）*

&
$ #% * &（ #% * #, * #)），

式中 & 为有效外磁场，考虑到自旋 #(，#$，#+ 同时处
于两个生成元中，因此在 #$% 和 #%（ % ’ (，$，+）项前面
乘上因子 (.$，经一次 "#变换，变到图 $（/），该生成
元经 "#变换后的哈密顿量可写为

!!0122 ’ "0(（ #0( #0$ * #0( #0+ * #0+ #0$）

- $
$

(
$（ #0 $( * #0 $$ * #0 $+ ）

* "0$ #0( #0$ #0+ * &0
$（ #( * #$ * #+），（(3）

&0表示经过 "#变换后的有效磁场，其中
"0( ’ ’( .!

$， "0$ ’ ’$ .!
+， &0 ’ ’+ .!，

（$&）

!
$ ’ (

$（$ - $"(）
+（$ * "(）

$［- $) * %$, "( * +$% "$
(

- 4"+
( "$

$ * $$+（- (("+
( * %&"( "$ * "$

$）

* %$$（"%
( - $&"$

( "$ * &$ "$
$ - $"( "$

$）

* %$"(（)"%
( - %&"$

( "$ * &$ "$
$ * +"( "$

$）］，

’( ’ (
（$ - $"(）

+（$ * "(）
$［$% "$

( - $+（"+
( - $&"( "$）

* $（- $"+
( * &"( "$）

$ * $"(（%"%
( - 4&"$

( "$

* +&$ "$
$ - $"( "$

$）* $$（- )"%
( * $&"$

( "$

* &$ "$
$ * "( "$

$）］，

’$ ’
+"(（$$ * %"$

(）"$（$"( - $"$
( * $&"$）

（$ - $"(）
+（$ * "(）

$ ，

’+ ’
&（$$ - %"$

( * $&"$）

（$ - $"(）
$ ! （$(）

（$&）式即 "#变换的递推关系，利用它们可求出临
界点和临界指数 !
根据（$&）式求得临界点 "#( ’ &5$+(%$，"#$ ’

&5(66$$+.$，&# ’ &，进一步可得到系统的所有临界指
数："’ (5$,，# ’ - &5(&，$ ’ &54,，% ’ - 65+4，& ’
- &5&4，’’ &5%( !这里"，#，$，%，&，’分别用来描述
比热容、自发磁化强度、零场磁化率、磁场、关联函数

和关联长度在临界点附近的行为 !

% 5 结 论

本文采用部分格点消约实空间 "#变换和累积
展开的方法，在无外场和有外场两种情况下，研究了

同时考虑二体自旋作用和三体自旋作用时，7#晶格
上 #89::模型的相变和临界性质，得到了有限温度
相变，求得了系统的临界点和临界指数 !结果表明：
把三体自旋作用看作微扰，由于新的耦合常数及高

阶相互作用项的出现，7#晶格的临界点和临界指数
都发生了变化 !与只有二体自旋作用时的计算结果
相比较，系统的临界点和临界指数都发生了变化，这

说明三体自旋作用对临界点和临界指数都有一定的

影响 !
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