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通过解析推导和数值计算的方法，得到了平衡态指向矢满足的微分方程和边界条件 *研究了表面弹性能 !!$ 项

对磁场作用下的弱锚定向列液晶盒 +,-./.,01234 转变性质的影响 *结果表明，表面弹性能 !!$ 项的存在对液晶系统的

自由能有很大的影响，从而改变转变的性质，诱导液晶盒在阈值点发生一级 +,-./.,01234 转变 *给出了发生一级转变

的物理条件，它除了与液晶的结构和材料有关外，还依赖于液晶表面弹性能 !!$ 项，同时给出了由此判断 !!$ 项是否

存在的检验方法 *

关键词：表面弹性能 !!$项，弱锚定，+,-./.,01234 转变

#$%%：(!$%，()&%5

!华北电力大学博士学位教师科研基金、河北省自然科学基金（批准号：6#%%)%%%!)%）和河北省教育厅自然科学基金（批准号：#%%$!%&）资助

的课题 *
" 789:0;：,<=>?@: >@:=A 3<?@* 1<9

! B 引 言

液晶的 +,:=2 曲率弹性理论［!］一直用于研究液

晶的静态问题，并被大家公认为是唯象地处理液晶

在外场作用下发生畸变问题的经典理论 *但近年来

有文献指出，从分子相互作用的观点出发，+,:=2 弹

性自由能中，还应包含表面弹性能 !!$ 项［#］* 这一

问题的提出，引起了学术界的广泛关注 *目前，对此

问题存 在 着 两 种 相 互 争 议 的 理 论：一 种 是 以

C.,>:9.=3?1?02 为代表的肯定理论［$—(］，另一种是以

+:.DD0 为代表的否定理论［&—!#］* C.,>:9.=3?1?02 等认

为：对于大形变，高阶弹性项稳定了指向矢场，其作

用可以看作是满足指向矢在边界处高阶导数要求的

限制 条 件，因 而 液 晶 的 弹 性 自 由 能 中 必 须 加 入

含 !!$的表面项，它的存在与在液态$E. 的 F 相中

引入的 散 度 项 同 等 重 要［!$］* 然 而 +:.DD0 等 指 出：

C.,>:9.=3?1?02 理论引出了作用于向列相液晶分子

的各种力矩平衡的问题，认为依赖于指向矢导数的

展8弯曲表面项和稳定的高阶弹性项，仅导致微观上

接近边界的薄区内的液晶指向矢形变，因此没有

!!$项的 +,:=2 弹性理论才是正确的 *围绕液晶表面

弹性能 !!$项是否存在已开展的这些研究工作，由

于理论研究中 !!$ 的引入带来的数学问题，以及实

验上对 !!$产生的明显物理效应的合理选择两方面

的困难，使得在允许的误差范围内一直无法给出此

问题的确定答案 *
仔细分析文献［!—!$］的工作可知：+,:=2 弹性

系数 !!!，!##，!$$等只有 !%G !’ H 量级，!!$ 也应为这

一量级，因此强锚定液晶盒无法测知这一项是否存

在，只能用弱锚定液晶盒检测 *另外，由于确定指向

矢分布的方程和边界条件都是非线性的，并且 !!$

是小量，因此应当在允许精度内考虑同一量级的物

理效应进行判定 * 最近，对液晶取向［!)—!I］及弱锚定

液晶盒的研究及讨论［!J—##］使我们得知，在一定条件

下可发生一级 +,-./.,01234 转变，这为我们提供了研

究表面弹性能 !!$项的新方法 *
本文用解析推导和数值计算的方法，在成功地

解决弱锚定液晶盒引入表面弹性能 !!$ 项所带来的

数学困难的基础上，得到了指向矢平衡态满足的微

分方程和边界条件，详细研究了表面弹性能 !!$ 项

对磁场作用下的弱锚定向列液晶盒产生的物理效

应 *给出了产生此效应的物理条件及由此判断 !!$

项是否存在的检验方法 *
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!" 基本方程和边界条件

考虑图 # 所示厚度为 ! 的弱锚定向列液晶盒，

两基板分别位于 " $ % 和 " $ ! 处 & 设上下基板的物

理性质完全相同，易取方向 ! 相同且平行于基板沿

# 轴方向 &现将一垂直于基板的外磁场 " 作用于液

晶盒 &外加磁场的方向垂直于液晶的初始排列方向，

其作用是使指向矢 # 转向与其相同的 $" 方向 &指向

矢 # 的倾角为!，!是 " 的函数，记作!（ "）&

图 # 弱锚定向列液晶盒及其指向矢的描述 （’）弱锚定向列液

晶盒，（(）指向矢描述

易取方向 !、指向矢 # 和磁场" 可表示为

! $（#，%，%）， （#）

# $（)*+!，%，+,-!）， （!）

" $（%，%，%）& （.）

整个系统的自由能密度由弹性自由能体密度

& /0，弹性自由能面密度 & /+，磁场自由能体密度 &1 及

锚定能面密度 ’ + 组成 &
（#）弹性自由能体密度 & /0

& /0 $ #
! (##（
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·#）! 2 #
! (!!（#·

!
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! (..（# 3
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4!
4( )"

!
， （5）

式中 (##，(..为液晶展曲和弯曲弹性系数 &
（!）弹性自由能面密度 & /+

& /+ $!｛（(!! 2 (!5）［（#·

!

）# 6 #（

!

·#）］

2 (#.（#

!

·#）·$｝4 ) &
利用高斯定理，上述的体积分可转化为面积分 &可以

算出与 (!!，(!5有关的第一项积分结果为零，于是，

上式的结果为

& /+ $ 6 (#. )*+!% +,-!%
4!
4 " " $ %

（ " $ %），（7）

& /+ $ (#. )*+!! +,-!!
4!
4 " " $ !

（ " $ !），（8）

式中!% 和!! 为 " $ % 及 " $ ! 两基板处的!值，(#.

即为 所 要 讨 论 的 表 面 弹 性 能 项，它 与 文 献［5］

9/:;’1/-+<)<,= 理论中的有效弹性系数等效 &
（.）磁场自由能体密度 &1

&1 $ 6 #
!"’（"·#）! $ 6 #

!"’ %! +,-!!，（>）

式中"’ 为液晶材料的磁化率各向异性 &
（5）锚定能面密度 ’ +

同文献［!#，!!］，界面锚定能采用 ?9 公式的一

级修正式，有

’（%）
+ $ #

! * +,-!!%（# 2#+,-!!%）

（ " $ %）， （@）

’（ !）
+ $ #

! * +,-!!!（# 2#+,-!!! ）

（ " $ !）& （A）

由（5）—（A）式得到整个系统的自由能为

+ $ ,"
!

[
%
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!（(## )*+!! 2 (.. +,-!!）
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!

6 #
!"’ %! +,-! ]! 4 "
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2 #
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6 ,(#. )*+!% +,-!%
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2 ,(#. )*+!! +,-!!
4!
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这里 , 是基板的面积 &在指向矢稳定分布态系统的

自由能最小，所以对（#%）式求变分［!.］并注意到系统

的对称性，可得到指向矢满足的平衡方程为

（(## )*+!! 2 (.. +,-!!）
4!!
4 "! 2 +,-! )*+!（(.. 6 (##）

3 4!!

4( )" 2"’ %! +,-! )*+! $ %& （##）

边界条件为

［（(## 2 (#.）)*+!!% 2（(.. 6 (#.）+,-!!%］
4!
4 " " $ %

$ * +,-!% )*+!%（# 2 !# +,-!!%）

6 #
! (#. +,-!!%

4
4!%

4!
4 " " $

( )
%
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此边界条件与 BC’DD,-;’ 等［!5］根据力学平衡条件得到

的边界条件相符，并且满足文献［!7］的要求 &
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方程（!!）和（!"）可用来完全确定表面弹性能

!!#项存在时液晶平衡态指向矢倾角!的分布 $
现在我们讨论方程（!!）在边界条件（!"）下的

解，以便研究表面弹性自由能 !!# 项的物理效应 $显
然存在两个平庸解

!（ "）!%， （!#）

!（ "）!!" $ （!&）

我们称它们分别为均匀解和饱和解，它们均满足
’!
’" (%$

此外，还存在第三个非平庸解，它要求
’!
’ ""%，

我们称之为畸变解 $
为了能够具体求解出畸变解，我们对方程（!!）

及方程（!"）做如下处理：

由方程（!!）可得

’
’ [" （!!! )*+"! , !## +-."!）

’!
’( )"

"

,"/ #" +-." ]! ( %，

（!0）

即

’!
’ " ( "/

!#!!
#

+-."!1 2 +-."!
（! ,#+-."!# ）

（%$ " $
$
" ），

（!3）

式中#(
!## 2 !!!

%!!
；!1 是液晶中间层 " ( $ 4" 处指向

矢 ! 的倾角，由液晶上下基板锚定的对称性可知，

在该处!达到最大值，且满足
’!
’ " " ( $

"

( % $

由平衡态方程（!!）转化得到的（!3）式就是畸变

解!满足的微分方程，它反映了畸变态指向矢分布

的空间变化率，该方程可以进一步转化为积分方程，

# ( "
$

!!!

"# /%
!1

!%

! ,#+-."!
+-."!1 2 +-."# !

’!$ （!5）

由此得到第三个畸变解满足的平衡方程为（!3）或

（!5）式（一个是微分形式，另一个是积分形式），边界

条件为（!"）式 $ 利用这三个方程可具体求解畸变态

指向矢分布 $
以上诸方程是我们讨论表面弹性自由能 !!# 项

物理效应的基本方程 $

# 6 表 面 弹 性 自 由 能 !!# 项 对 阈 值 点

789:’:8-);+< 转变性质的影响

由第 " 节的讨论可知，在边界条件（!"）式下，平

衡态方程（!!）有三个解 $ 均匀解（!#）式与指向矢保

持初始空间排列的状态对应；饱和解（!&）式与指向

矢全部沿外磁场方向排列的饱和状态对应；满足方

程（!3）或（!5）的解则对应着指向矢畸变的空间分

布 $外场一定时，液晶分子的实际排列由系统的自由

能最小值对应的解决定 $因均匀解!（ "）!%，饱和解

!（ "）!!" ，所以与它们对应的自由能由（!%）式可以

方便地求出 $
现在讨论畸变解，为此需引入一个新的状态参

量 & 和另一变量 ’，令

& ( +-."!1， （!=）

’ ( >/."!
>/."!1

$ （!?）

这里的 & 相当于 78-+;:. 和 @/ABBCDEFG*8/C 工作中引

用的 H/.’/FD’: I:..:+ 理论中的序参量［"3］$ 现在再

引入约化锚定强度$，约化自由能密度 ( 及约化磁

感应强度 )

$ ( *$
"!!!

， （"%）

( ( $+
"!!! ,

， （"!）

) ( #
#%

)
， （""）

其中 #%
) ( !$

!!!

"# /
是强锚定无表面弹性能 !!# 项的

78/.; 理论下阈值磁感应强度的计算公式 $利用以上

诸式，经繁杂的代换，可得到畸变解满足的积分方程

（!5），边界条件（!"）及三种解对应的自由能 +%，++，

+! 用状态参量 & 表示的形式 $
方程：

!
" ) ( -! $ （"#）

边界条件：

- (! ! ,
!&!#

! , !&!#
’%

! 2 & ,（! , .!）&’%

[J !
! 2 ’%

! 2 -#
-#

2 .&（! 2 &）
! 2 & ,（! , .）&’ ] )

%

($
!

! , !&!#
! 2 & ,（! , "%）&’%

! 2 & , &’%

J
! 2 & ,（! , .）&’# %

! 2 & ,（! , .!）&’%
’%

! 2 ’# %
$ （"&）

自由能：

(% ( %， （"0）

=53" 物 理 学 报 0# 卷



! ! " # !
$( )" $

%!（& %"）， （$’）

!# " {# $$& # $ $& $$ # $%!&(
& # #
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*
&)（& # &)）

& # # %（& %$）#&" )
$&

%!
&)［& # # %（& %"）#&)）］

（& # # % #&)）
}$ + （$,）

这里

$& "#
&

&)

&
$ &（& # &" ）

& # # %（& %$）" #&
& # # % #& -&，（$.）

$$ "#
&

&)

&
$ &（& # &" ）

& # # %（& %$）" #&
（& # # % #&）$ -&，（$/）

$( "#
&

&)

&
$ &（& # &" ）

*（& # # % #&）［& #（& %$）&］% $$&
（& # # % #&）$ & # # %（& %$）" #&

-&，

（()）

$& "
%(( # %&& # $%&(

%&& % %((
， （(&）

%!&( "
%&(

%&&
+ （($）

$&，$$ 及 $( 都是 #，&) 的函数，而由（$0）式可知，&)
是 # 的隐函数，因此以上各方程实际上只有一个自

变量 # +通过方程（$(）—（$,）并借助于（$.）—（($）

式，可 以 具 体 讨 论 表 面 弹 性 能 %&( 项 对 阈 值 点

1234-42567!8 转变性质的影响 +
对给定的 #，由（$0）式通过（$.），（()），（(&）式

可以求得 &)；将 #，&) 代入（$(）式可求得 "，代入

（$.），（$/）式可得到 $&，$$；然后由（$,）式可得到 !# +
设在阈值点 # 的值为 #6，则有

!#（#6）" )+ （((）

#6 可由（((）式确定 + 1234-42567!8 转变性质取决于 #6

是否为零 + 若 #6 " )，则在阈值点的转变是二级转

变，若 #6$) 则为一级转变 +
以液晶材料 9::; 为例，按以上分析过程进行

数值计算 + 其弹性系数 %&& " <=. * &)# &$ >，%(( ?%&&

%&=$<，%$$ ?%&&% )=’,［$,］；锚 定 强 度 ’% $ * &)# ,

@·A#$［$.］，液晶盒厚度 ( " <=."A
［$$］，且" " )=$ + 我

们研究 %&( 对 1234-42567!8 转变的影响，所以选取不

同 %!&( 值作曲线进行比较 +经大量的计算，可将结果

归结为图 $ 中四种典型的情况 +
图 $ 表明，表面弹性能 %&( 项对约化自由能 !#

图 $ 由不同的 %!&( 值得出的约化畸变解自由能 !# 和

状态参量 # 的关系图

有很大的影响，它导致 !# 曲线有很大的差别 +这可

从 !# 表示式中找到原因 +（$,）式中除了 $&，$$，&) 与

%!&( 有关以外，还有直接与 %!&( 有关的项

# $%!&(
& # #

& # # % #&)
&)（& # &)）

& # # %（& %$）#&" )
$& +

由于 %&( 项的存在，引起自由能的这种变化，将

有可能导致 1234-42567!8 转变性质的变化 +从图 $ 可

见，当 %!&( " ) 及 %!&( " )=& 时，相应的 !#B# 曲线在 #
" ) 处与横轴相切，然后单调下降，并且在) C # C &
的范围内，始终有 !# C !# +因此在 # " #6 " ) 处发生

1234-42567!8 转变，这是二级转变 +而 %!&( " # )=& 时，

!#B# 曲线也在 # " ) 处与横轴相切，但随着 # 的增

大，先是上升，然后下降，与横轴交于 #6 " )=0’ 处，

只有 #& #6，才有 !#’ !# ，因此在 # " #6 " )=0’ 点

发生从均匀解到畸变解的 1234-42567!8 转变，这是一

级转变 +再考察图 $ 中 %!&( " # )=$ 的情况，!#B# 曲

线也在 # " ) 处与横轴相切，但当 # D )，曲线单调上

升，始终有 !# D !# ，因此不可能由均匀态转变为畸

变态，它将直接转变为饱和态，这也是一级转变 +转
变时的约化场强可由 !# " ! ! 求出 + 由（$<）和（$’）

式得

" " $
! !（& %"" ）+ （(0）

均匀态跳跃地转变为畸变态与均匀态直接转变为饱

和态，都是一级转变 +
为 了 进 一 步 了 解 表 面 弹 性 能 %&( 项 对

1234-42567!8 转变性质的影响，我们还做 出 了 不 同

%!&( 取值时，均匀解自由能 !)、饱和解自由能 ! ! 以

及畸变解自由能 !# 随状态参量 # 的变化曲线，结果

如图 (、图 0 及图 < 所示 +
图 ( 中畸变解自由能 !# 在三个自由能中始终
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图 ! 自由能随状态参量 ! 的变化曲线 所用参数为

"!"! # $，!# $%"，"# $%&

图 ’ 自由能随状态参量 ! 的变化曲线 所用参数为

"!"! # ( $%"，!# $%"，"# $%&

图 ) 自由能随状态参量 ! 的变化曲线 所用参数为

"!"! # ( $%&，!# $%"，"# $%&

为最小，变化是连续的，故为二级转变；在图 ’ 中，!
在 $%$$—$%’*（!+）的范围内均匀解 #! 最小，但当 !
在 $%’*—"%$$ 的范围内畸变解 ## 为最小，在阈值

点发生了不连续的跳变，故为一级 ,-./0/-1+234 转

变；图 ’ 中，三个自由能中 # 3 始终最小，所以在阈值

点就直接达到饱和态，此转变也为 ,-./0/-1+234 一级

转变 5这一结果与上述结论相符 5

’ % 一级 ,-./0/-1+234 转变条件

从上述数值计算可以看到，表面弹性能 ""! 项

对液晶系统的自由能有很大的影响，有可能导致一

级 ,-./0/-1+234 转变的发生，从而改变转变的性质 5
下面将讨论发生一级转变的物理条件，并给出由此

条件判断 ""!项是否存在的方法 5
采用文献［&&］的方法，把 ## 对 ! 作泰勒展开，

## # $! 6 %!& 6 &（!!）5 （!)）

经复杂的计算得到

$ # $，

% # &!’ {$
$

" 6$[7 &’$$ (
（" 6 &"!"! ）（" ( ’$$）6!

（" 6 &"!"! ）（" ( ’$$
]

）

("’
$
$ (

!（" 6$）"!"!
&（" 6 &"!"! ）

( （" 6$）

’（" 6 !"!"! ）&

8［（" 6 &"!"! ）（" ( ’$$）6! }］， （!*）

式中 ’$$ 为 ! # $ 时 ’$ 的值 5 由上述分析可知，发生

一级转变时要求 ##"$，因此得到一级转变条件为

% " $ 5 （!9）

由（!*）和（!9）式可以看出，液晶盒是否发生一

级转变，决定于四个参量：!，"，$和 "!"! 5 前三个参

量决定于液晶盒的结构和材料的 ,-:;2 弹性系数

"""，"!!，最后一个参量决定于表面弹性项 ""! 5 ""!

值的正负及其绝对值对转变的性质将起重要的作

用 5我们由此可用来判断 ""!是否为零 5

图 * 取$# $%&) 时，由不同的 "!"! 值得出的!和"关系

图 各条曲线的上方是二级转变区，下方是一级转变区

下面用具体例子来说明判断 ""! 是否存在的方

法 5取$# $%&)，根据（!*）和（!9）式，在!<"图中，作

出 % # $ 的曲线，如图 * 所示 5这些曲线就是一级转

变区和二级转变区的分界线 5 图 * 画出了相应于

"!"! # $，"!"! # $%"，"!"! # ( $%" 时的三条曲线 5 这三
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条曲线不重合，因而一级转变区与二级转变区不重

合 !如图 " 中阴影部分，对于 !!#$ % & 情形，属于二级

转变区；对于 !!#$ % ’ &(# 情形，却属于一级转变区 !
即：在 此 区 域 内 选 取! 和" 值（ 例 如! % #(&，

"% ’ &()），如测得的是一级转变，则证明 !#$"&；

如测得的是二级转变，则证明 !#$项不存在 !

) ( 结 论

本文在成功地解决了弱锚定液晶盒引入表面弹

性能 !#$项所带来数学上变分问题的基础上，通过

解析推导和数值计算的方法，得到了平衡态指向矢

满足的微分方程和边界条件，详细研究了表面弹性

能 !#$ 项 对 磁 场 作 用 下 的 弱 锚 定 向 列 液 晶 盒

*+,-.-+/0123 转变性质的影响 !结果表明，表面弹性能

!#$项的存在对液晶系统的自由能有很大的影响，可

诱导液晶盒在阈值点发生一级 *+,-.-+/0123 转变，从

而改变转变的性质 !给出了发生一级转变的物理条

件，它除了与液晶的结构和材料有关外，还依赖于液

晶表面弹性能 !#$项，文中同时给出了由此判断 !#$

项是否存在的检验方法 !

［#］ *+451 * 6 #7)8 "#$% ! &’(’)’* +,% ! !" #7
［9］ :-;+/5< =，>4?@- A #7B# - ! ./01 ! 2/*$ ! "# $$B
［$］ C-+<4D-52;0;/1 E F #77$ 2/*$ ! 304 ! G #$ #9)H
［H］ C-+<4D-52;0;/1 E F，I?D-+ > #777 2/*$ ! 304 ! G "% 9)$#
［)］ J-/K-/+4 C L 6，C-+<4D-52;0;/1 E F，>M?01/5 J = #77$ 5,6 ! 2/*$ !

$& #$$7
［"］ N4O+-5PQO/0; R S，C-+<4D-52;0;/1 E F #77H 2/*$ ! 304 ! 7088 ! ’(

7B7
［B］ RM.45Q 6，T4+U-+Q V #78) 2/*$ ! 7088 ! A ))& 9#$
［8］ RM.45Q 6，T4+U-+Q V #78) - ! 2/*$ ! 7088 !（*+450-）#* H)#
［7］ *4-PP/ > #77H 2/*$ ! 304 ! G #% H#79
［#&］ *4-PP/ > #77H 2/*$ ! 304 ! G #% )$$9
［##］ T4+U-+Q V，*4-PP/ > #77" 2/*$ ! 304 ! G "# )8""
［#9］ *4-PP/ > #77$ 7#9 ! .(*$8 ! )" 8&B
［#$］ A5.-+2Q5 C W，T+/51D45 W * #7B) :/0 ;06#<1 7#9<#)$（:-X

YQ+1：A04.-D/0）

［#H］ N/ = =，W45< Z [，N/5< Z \ 08 ’6 #778 =%8’ 2/*$ ! +#> ! #’ #$##
（/5 6;/5-2-）［李建军、王宗凯、凌志华等 #778 物理学报 #B

#$##］

［#)］ ]? Z S，N/? Y *，]/45< Y 08 ’6 #777 =%8’ 2/*$ ! +#> ! #$ 998$
（/5 6;/5-2-）［徐则达、刘焰发、项 颖等 #777 物理学报 #$

998$］

［#"］ N^ _ T，]? [ >，Z;45< > Y 08 ’6 #777 =%8’ 2/*$ ! +#> ! #$ 9987
（/5 6;/5-2-）［吕瑞波、徐克书、张舒雁等 #777 物理学报 #$

9987］

［#B］ N/45< Z Y，Y45 >，]?45 N 08 ’6 9&&& =%8’ 2/*$ ! +#> ! #% ###H
（/5 6;/5-2-）［梁兆颜、闫 石、宣 丽等 9&&& 物理学报 #%

###H］

［#8］ W45< ‘，\- > N 9&&# =%8’ 2/*$ ! +#> ! "& 79"（/5 6;/5-2-）［王

谦、何赛灵 9&&# 物理学报 "& 79"］

［#7］ V?45 _ \，YQ5< V 6 9&&$ ./#> ! 2/*$ ! )! #98$
［9&］ Z;45< Z S，Y? \，N/ N 9&&# ./#> ! 2/*$ ! )& "H)
［9#］ Y45< V 6，Z;45< > \ 9&&9 7#9 ! .(*$8 ! !% "H#
［99］ Y45< V 6，>;/ = _，N/45< Y 9&&& 7#9 ! .(*$8 ! !’ 8B)
［9$］ =-aa+-b2 \，=-aa+-b2 T > #7)& 508/,)$ ,? 5’8/01’8#%’6 2/*$#%$

（64DU+/.<-：64DU+/.<- c5/O-+2/Pb C+-22）@$#8
［9H］ >P4MM/5<4 >，O45 \44+-5 = A F F，O45 .-5 G-+-5U--D. = F A #77"

2/*$ ! 304 ! G "( #B&#
［9)］ C-+<4D-52;0;/1 E F #778 2/*$ ! 304 ! G "$ #"
［9"］ *+/21-5 T =，C4MaabdF?;Q+4b C #787 2/*$ ! 304 ! A #& "&77
［9B］ =,+eD- T #77# 30@ ! 2(,A ! 2/*$ ! "# $7#
［98］ F4+?2/b J Y，_-35/1QO Y A，_-2;-P5b41 E Y #78B .(*$8 ! 7#9 !

.(*$8 ! )"! H7)

#8"98 期 关荣华等：向列液晶表面弹性能 !#$项的物理效应及检验方法
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