
!"#$"%&’(#)*%+,&-(,,.方程的微扰理论!

潘留仙!）" 左伟明#） 颜家壬$）

!）（湖南涉外经济学院电子与信息工程系，长沙 %!&#&’）
#）（湖南城市学院物理系，益阳 %!$&%(）
$）（湖南师范大学物理系，长沙 %!&&)!）

（#&&%年 #月 #$日收到；#&&%年 %月 #*日收到修改稿）

求出了一阶和二阶近似下微扰对 +,-.,/012-34/56072668方程孤子解的影响，即求出了孤子参数随时间的缓慢变
化关系及解的一阶修正和二阶修正的具体表达式 9
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! E 引 言

由于在物理学和其他许多领域内有着日益广泛

的应用，孤子理论在上世纪六、七十年代得到了蓬勃

的发展 9 当然，标准的孤子方程只是一种高度的理
想化了的数学模型，在实际问题中，往往还有一些附

加的微小项（可看作微扰项）必须加以考虑，因此，孤

子微扰理论是最有实用价值的内容之一 9 迄今为
止，孤子理论大体可以分为两大类，一是基于逆散射

变换的孤子微扰论，它以形成了一个比较系统和完

整的体系，因而在许多专著中都可以找到［!，#］9 另一
类是孤子微扰论的直接方法，其要点是引进多重尺

度时间变量及解的渐进展开式将孤子方程线性化，

然后用微扰展开的方法求解线性化了的一阶近似方

程 9 较有代表性的工作可参阅文献［$，%］9 真正完全
摆脱了对逆散射变换依赖的直接方法是文献［’—
!&］等所给出的 9 因为它是基于众所周知的分离变
量法、格林函数法，故思路直接简明 9 又由于它的微
扰展开基不含时间，因而数学计算也比其他方法简

便 9 此外，我们认为它还有一个明显的特点是便于
求解高阶近似，为此，本文将用文献［’—!&］的方法
来处理 +,-.,/012-34/56072668（+17）方程的孤子微
扰问题 9 但由于计算量比较大，故本文仅限于二阶
近似 9

# E 线性化

考察 +17方程
!"" F !## F $# ! G %# !$ H &， （!）

式中，下标代表对时、空坐标 "，# 求导，$ 与 % 为两
实常数 9 不难直接验证，方程（!）具有如下单孤子
解［!!］：

!（#，"）H $
% I,-J $

#（! F!
#" ）
（# F #& G!"），

!
# K !， （#）

式中!与 #& 为两参数，分别代表孤子的运动速度和
初位置 9 含微扰的 +17方程为

!"" F !## F $# ! G %# !$ H"&［!］， （$）
式中"为表征微扰强弱的小参数，满足 & K"#!，
&［!］为 ! 的已知泛涵，即 !，!#，!##，⋯的已知函

数 9 引进多重尺度时间变量 "’ H"’"，’ H &，!，#，⋯
则对 " 的导数将用如下级数代替：

!" H!"&
G"!"!

G"#!"#
G ⋯ （%）

再将 ! 作渐进展开
! H !（&） G"!（!） G"# !（#） G ⋯ （’）

同时将 &［!］展为"的幂级数
&［!］H &［!（&）］G"&（!）［!（&），!（!）］G ⋯（B）

将（%）—（B）式代入（$）式，比较"的各次幂系数，得
到各级近似方程
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!（!）"! "! " !（!）## " $# !（!） $ %#（!（!））% & !，（’）

!（(）"! "! " !（(）## " $# !（(） $ %%#（!（!））# !（(）

& &［!（!）］" #!（!）"! "(， （)）

!（#）"! "! " !（#）## " $# !（#） $ %%#（!（!））# !（#）

& &（(）［!（!），!（(）］" #!（!）"! "# " !（!）"( "(
" #!（(）"! "( " %%# !（!）（!（(））# * （+）

（’）式为标准的 ,-.方程，它具有形如（#）式所示的
单孤子解，并可以改写为

!（!） & $
% /012 ’，

’ & $!（# ""），

""!
& "#，

! &［#（( "#
#）］"(3# * （(!）

由于微扰的影响，（(!）式中的孤子参数!，"一般将
不再为常数，而为慢变量的待定函数，为了简单，可

假定它们为 "(，"#⋯的线性函数，于是不难直接求出

!（!）"! "( & $#

%#!"(
（4562# ’ " # ’ /012 ’4562# ’）

$ # $%

%!
#
#""(

/012 ’4562# ’， （((）

!（!）"! "# & $#

%#!"#
（4562# ’ " # ’ /012 ’4562# ’）

$ # $%

%!
#
#""#

/012 ’4562# ’， （(#）

!（!）"( "( & " # $
%
!"(( )
!

’# /012 ’4562# ’

" # $%

%!
#（""(
）# /012 ’4562# ’

" # $#

%!"(""(
（4562# ’ " # ’ /012 ’4562# ’）*

（(%）
将（(!）—（(%）式代入（)）和（+）式 * 即可得出
!（(）"! "! " !（(）## " $# !（(） $ %$# /012# ’!（(） & (（(）（ ’），

（(7）
!（#）"! "! " !（#）## " $# !（#） $ %$# /012# ’!（#） & (（#）（ ’），

（(8）
式中

(（(）（ ’）& &［!（!）］" # $
%#!"(

9（4562# ’ " # ’ /012 ’4562# ’）

" 7 $%

%!
#
#""(

/012 ’4562# ’， （(:）

(（#）（ ’）& )（#）（ ’）" # $#

%#!"#

9（4562# ’ " # ’ /012 ’4562# ’）

" 7 $%

%!
#
#""#

/012 ’4562# ’， （(’）

)（#）（ ’）& &（(）［!（!），!（(）］

$ # $
%
!"(( )
!

#

’# /012 ’4562# ’

$ # $%

%!
#（""(
）# /012 ’4562# ’ " #!（(）"! "(

$ # $#

%!"(""(
（4562# ’ " # ’ /012 ’4562# ’）*

（()）
假定微扰是初时刻 " & ! 引进的，则对方程（(7）和
（(8）还需附加初条件

!（(）（#，!）& !，!（(）"!（#，!）& !， （(+）

!（#）（#，!）& !，!（#）"!（#，!）& !* （#!）

选取 ’（正比于随孤子一起运动的坐标系中的空间
坐标）代替 #，则方程（(7），（(8）及相应的初条件化
为

!（(）"! "! $ #$!#!
（(）
"! ’

" $#

#
*+!（(） & (（(）（ ’），

!（(）（ ’，!）& !（(）"!（ ’，!）& !{
，

（#(）

!（#）"! "! $ #$!#!
（#）
"! ’

" $#

#
*+!（#） & (（#）（ ’），

!（#）（ ’，!）& !（#）"!（ ’，!）& !{
，

（##）

式中 *+ 为如下定义的自共轭线性微分算子：

*+ & ;#

; ’# $ :4562# ’ " 7* （#%）

%< 本征值问题

为求解方程（#(）与（##），关键是求解本征值
问题

*+$ &%$， （#7）
应用文献［8，:］的方法，不难导出（#7）式的所有本征
函数

$（ ’，,）& (
#!（,# $ (）（,# $ 7! ）

9 5=,’（,# $ ( $ %=, /012 ’ " %/012# ’），

% & "（,# $ 7），" > ? , ? $ >， （#8）

$(（ ’）&$"(（ ’）& !%# 4562# ’，% & !，

（#:）
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!!（ !）"!!!（ !）" "#! $%&’ !()*’ !，" " + ,，（!-）

式中，如通常的做法一样，!代表取复共轭，可以证
明，基矢｛!｝"｛!（ !，"），!#（ !），# " .，!｝满足如下正
交和完备性关系 /
正交性

#
0

+0
1 !!（ !，"）!!（ !，"2）"#（" + "2），（!3）

#
0

+0
1 !!（ !，"）!!#（ !）" 4， （!5）

#
0

+0
1 !!#（ !）!!$（ !）"##$， #，$ " .，! / （,4）

完备性

#
0

+0
1"!（ !，"）!!（ !2，"）6$

!

# " .
!#（ !）!!#（ !2）

"#（ ! + !2）/ （,.）

78 微扰对于孤子的影响

为求微扰对孤子的影响 / 必须求解方程（!.）与
（!!）/ 首先考虑一阶近似，为此对方程（!.）作拉普
拉斯变换 / 注意 %（.）! 不显含 &4 得

’! (—（.） 6 !)$%’(
—（.）

! + )!

!
*+(—（.） " %（.）（ !），

（,!）
式中，, 为复变数，(—（.）（ !，’）为 (（.）（ !，&4）的像函
数，令

(—（.）（ !，’）" )!$%’!9)-—（.）（ !，’）， （,,）
则（,!）式化为

!’!
$

! -—（.） + )!

!
*+-—（.） " )!$%’!9)%（.）（ !）/ （,7）

将 -—（.）按基矢｛!｝展开

-—（.）（ !，’）"#
0

+0
1".—（.）（"，’）!（ !，"）

6$
!

# " .
.—（.）#（’）!#（ !）/ （,:）

将（,:）式代入（,7）式，利用本征函数的正交性
（!3）—（,4）式，不难求出各展开系数

.—（.）（"，’）" .
!’!
$

! 6 )!（"! 6 7）9!

;#
0

+0
1 !)+!$%’!9)%（.）（ !）!!（ !，"），

（,#）

.—（.）.（’）" .
!’!
$

!#
0

+0
1 !)+!$%’!9)%（.）（ !）!!.（ !），

（,-）

.—（.）!（’）" .
!’!
$

! 6 ,)! 9!

;#
0

+0
1 !)+!$%’!9)%（.）（ !）!!!（ !）/（,3）

将（,#）—（,3）式代回（,:）式求出 -—（.）（ !，’），再利
用（,,）式，即可求出

(（.）（ !，’）"#
0

+0

1"
!’!
$

! 6 )!（"! 6 7）9!

;#
0

+0
1 !2%（.）（ !2）)+!’$%（ !2 + !）9)

;!（ !，"）!!（ !2，"）

6 .
!’!
$

!#
0

+0
1 !2%（.）（ !2）

; )+!’$%（ !2 + !）9)!.（ !）!!.（ !2）

6 .
!’!
$

! 6 ,)! 9!#
0

+0
1 !2%（.）（ !2）

; )+!’$%（ !2 + !）9)!!（ !）!!!（ !2）/ （,5）
用标准方法对（,5）式作拉普拉斯逆变换，即可求出
一阶修正

(（.）（!，&4）"
.

!$
!#

0

+0
1"#

0

+0
1!2 {(<& )

!$
"! 6" 7

[; &4 + !$%
)（!2 + ! ] }） %（.）（!2）

;!（!，"）!!（!2，"）6 .
!$

!#
0

+0
1!2

[; &4 + !$%
)（!2 + ! ]）%（.）（!2）

;!.（!）!!.（!2）6 .
!$

!#
0

+0
1!2 {(<& )

!$

;"[, &4 + !$%
)（!2 + ! ] }）

; %（.）（!2）!!（!）!!!（!2）/ （74）
显然（74）式右端第二项将随时间 &4 而无限增大，这

种项称为久期项 / 为消除它必须令

#
0

+0
1 !%（.）（ !）!!.（ !）" 4，

#
0

+0
1 !%（.）（ !）!!!.（ !）" 4， （7.）

注意到 %（.）（ !）的定义（.#），不难从（7.）式得出

$&.
" ,/

7)!
%#

0

+0
0［(（4）］()*’! !1 !， （7!）

&&.
" ,/

7),
$

!
%#

0

+0
0［(（4）］!()*’! !1 ! / （7,）

由于（74）式右端第二项为零，故一阶修正简化为

(（.）（ !，&4）"
.

!$
!#

0

+0
1"#

0

+0
1 !2 {(<& )

!$
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! !" #! [$ "% & "!"
#（ $’ & $ ] }）

! %（(）（ $’）#（ $，!）#"（ $’，!）

# (
"!

"#
)

&)
* $’ +,- #

"!
!. "% & "!"

#（ $’ & $[ ]{ }）
! %（(）（ $’）#"（ $，!）#""（ $’，!）/ （$$）
（$"），（$.）式给出了一阶近似下孤子参数对慢
变量 "( 的依赖，它反映了微扰使孤子的宽度和速度
如何随时间缓慢变化，而 &（(）（ $，"%）则给出了对孤
子形状的一阶修正 /
现在我们来求二阶近似，为此转向方程（""），显

然它与方程（"(）有完全相同的结构，也就是说，如果
将 &（(）与 %（(）分别替换成 &（"）与 %（"），就从（"(）式得
出（""）式因此我们不必重复（."）到（$%）式这诸多步
骤，只需对（$%）式实施上述替换，即可得到

&（"）（ $，"%）0
(

"!
"#

)

&)
*!#

)

&)
* $’ {+,- #

"!

! !" #! [$ "% & "!"
#（ $’ & $ ] }）

! %（"）（ $’）#（ $，!）#"（ $’，!）# (
"!

"

!#
)

&)
* $’#

)

&)
* $’ "% & "!"

#（ $’ & $[ ]）

! %（"）（ $’）#(（ $）#"(（ $’）# (
"!

"#
)

&)
* $’

! +,- #
"!
!. "% & "!"

#（ $’ & $[ ]{ }）
! %（"）（ $’）#"（ $）#""（ $’）/ （$1）

同样，（$1）式右端第二项将随 "% 而无限增长，为了

消除这种久期项，必须令

#
)

&)
* $%（"）（ $）#"(（ $）0#

)

&)
* $%（"）（ $）$#"（ $）0 %，

（$2）
这将导致类似于（$"）和（$.）式的结果

!""
0 .’

$#.
"#

)

&)
("（ $）+345" $* $， （$6）

$""
0 .’

$#.
!

"
"#

)

&)
("（ $）$+345" $* $ / （$7）

这里我们已经利用了方程（(6）/ 从 ("（ $）的定义
（(7）不难看出，由于已经从一阶近似中求出了!"(

，

$"(
与 &（(），故 ("（ $）应当看作是已知的，于是求出了

孤子参数!与$对慢变量 ""的依赖，同样由于（$1）
式右端第二项为零，故对孤子波形的二阶修正可简

化为

&（"）（$，"%）0
(
"!

"#
)

&)
*!#

)

&)
*$’ {+,- #

"!

! !" #! [$ "% & "!"
#（$’ & $ ] }）

! %（"）（$’）#（$，!）#"（$’，!）

# (
"!

"#
)

&)
*$’ {+,- #

"!

!!. "% & "!"
#（$’ & $[ ] }）

! %（"）（$’）#"（$）#""（$’）/
（$8）

显然，原则上可以应用此法做到所希望的任一阶近

似，但由于随着 ) 的增加，%（)）（ $）的表达式变得愈
来愈复杂，相应的计算量也将成倍增大，故通常只做

到一阶近似为止 /

［(］ 9:;< = 9 (87% *+,#,)"- ./ 0.+1".) 23,.45（>3? @ABC：D,E3F）G"18
［"］ HI:-J > > (882 23,.45 ./ 0.+1".)- 6)7 8,"3.7 ./ 9,4"&4:6"1.)-
（ K5:-J5:,： K5:-J5:, K4,3-L,M,4 :-* N345-AEAJ,4:E O*I4:L,A-

PI<E,+5,-J HAI+3）G(72（,- Q5,-3+3）［黄念宁 (882 孤子理论和

微扰方法（上海教育出版社）第 (72页］
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