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基于 ’()*+,-./01)213理论，发展了一个与 456模型和 778模型一致的新相场模型 9并利用该相场模型与溶质
场耦合计算，以 :;/<=>?@3合金为例模拟了不同过冷度条件下，二元合金凝固过程的等轴枝晶生长过程 9研究过冷
度对二元合金等温凝固过程的等轴枝晶生长以及溶质场分布的影响 9结果表明：随着过冷度的增大，枝晶的二次枝
晶更加发达，浓度 A,B;,C数和枝晶尖端的生长速率增大，而枝晶尖端的曲率半径减小，枝晶前沿的溶质富集现象也
更严重；另外，计算结果与 DE1)CFGE理论符合较好 9
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! = 引 言

相场法是一种用于描述在非平衡状态中复杂相

界面演变强有力的工具 9它由引入相场变量!而得
名，!是一个有序化参数，表示系统在时间和空间上
物理状态（! M !时表示固相；! M N !或 %时表示液
相；在固液界面上!的值在 %—! 之间连续变化）9
相场理论是建立在统计物理学基础上的，以金兹堡/
朗道（’()*+3-./01)213）相变理论为基础，通过微分方
程反映扩散、有序化势与热力学驱动力的综合作用 9
相场方程的解可描述金属系统中固液界面的形态、

曲率和界面的移动，从而避免了跟踪复杂固液界面

的困难 9目前该方法已成为微观组织模拟中的研究
热点，属于材料科学的前沿研究领域［!］9
此外，相场法通过相场与温度场、溶质场、流场

及其他外部场的耦合，可以对直接模拟金属凝固过

程固相和液相中的溶质偏析、枝晶分枝的形成、熟化

和重熔等复杂的现象，并能定量地研究固液界面曲

率效应、动力学效应、扰动、各向异性对凝固微观组

织形成的影响［!］9
相场法最早是用于模拟纯物质过冷熔体中的枝

晶生长［"—>］，现已发展到研究合金的枝晶生长 9用于
合金凝固的第一个模型是 4O,,;,- 等人建立的

（456模型）［<］，并采用该模型模拟了 P(/@3二元合
金等温凝固的枝晶形貌 9随后，41--,)等人［&］采用该
模型在尖锐界面条件限制下模拟了凝固过程的枝晶

生长和溶质分布，为了简化模型，忽略了结晶潜热的

释放，将二元合金的凝固近似地认为是在等温度条

件下进行，以 P(/@3合金为例模拟了二元合金凝固
过程中的枝晶形貌，并研究固相中的溶质扩散系数

值对微观偏析的影响 9 5G,CC().,-等［H］对此模型进行
改进，加入了结晶潜热对枝晶生长的影响，再现了凝

固过程中的再辉（ -,B1;,FB,)B,）现象 9后来，0G.()GE1
等人［J］进一步采用该模型模拟了二元合金非等温凝

固过程的枝晶形貌，并将结果与等温凝固过程的结

果进行了比较，也再现了凝固过程中的再辉现象 9
456模型是在热力学一致条件下推导的，并假

定固液界面是由浓度相同的固、液相的混合，从而使

得模型中会增加一个额外的双阱势能 9最近，7(Q等
人［!%］在假定平衡时固液界面是由化学势相同的固、

液相的混合基础上，推导出了一个新的用于合金的

相场模型（778模型），并利用该模型模拟了等温度
条件下 R,/@，:;/8( 等二元合金凝固过程的枝晶生
长，再现了重熔、溶质偏析等合金凝固的重要特

征［!%—!<］9 S2,等人模拟了 R,/@合金中在难熔颗粒推
进或吞没过程界面形状随时间的变化［!&］9 8,G;等人
基于 778模型，建立了连铸钢的高温应力模型，研
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究了枝晶形貌对碳钢的机械强度的影响［!"］#龙文元
等人［!$，%&］也利用该模型研究了 ’()*+二元合金等温
和非等温凝固过程的枝晶生长 # ,,-模型中，它是假
定合金熔体为稀溶液，主要适用于低二元合金凝固

过程的模拟 #赵代平等人［%!］基于 ,./0.模型模拟铝
合金的三维枝晶生长 #
本文基于 123456/7)8.39.+相变理论，在假定平

衡时固液界面处固、液相的化学势相同而溶质浓度

不同的基础上，将发展了一个新的二元合金相场模

型 #并将其与枝晶前沿的浓度场进行耦合计算，模拟
二元合金等温凝固过程中枝晶生长的演变过程以及

浓度场的分布情况 #

% : 控制方程

!"#" 相场方程

相场变量随时间的变化被假定与自由能的变化

函数成正比，即

!!
!! ; < ""#

"!
， （!）

式中 " 为与界面驱动力有关的相场移动速率，
=6(0>?(@4自由能函数 # 可表示为

# ;!$

!
%"

% A

#

! A % B %（!，&，’[ ]）9(，（%）

相场方程可表示为

!!
!! ; "［"%（#）

#

%! < %!］# （C）

自由能密度定义为固相和液相的自由能密度分

别乘以固相和液相的分数，再加上剩余自由能的和，

即可表示为

%（!，’）; )（!）% - B（! < )（!））% 8 B *+（!），
（D）

式中 )（!）为势函数，+（!）为剩余自由能函数 #在本
文中取 )（!）;!C（!& < !E! B F!%），+（!）;!%（! <
!）%，% - 和 % 8 分别为固、液相的自由能，* 为相场
参数 #
固液界面处是浓度不同的固、液相的混合，平衡

时固液相的化学势相同 #因此固、液相的自由能可以
表示为
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8
/ 分别是组元 -，/ 固、液相的

化学势，&-，&8 分别是固、液相中的溶质浓度 #

假定液体熔体为理想溶液，固溶体为稀规则溶

液，对稀固溶体溶液，溶质 / 服从亨利定律，溶剂 -
服从 H.?+(@定律，则有
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/ 分别是组元 -，/ 固、液相的标准

化学势 #
熔化自由能（’）的近似式
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式中#10/，#10-分别是纯 / 和 - 的熔化热，’/，’-

分别是纯 / 和 - 的熔点 #
将（J），（F）和（E）式代入（D）式，并求导可以得到
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式中#1&/0 ; 0’ I(0 (3%
,
/ #

该模型与 LGM 模型和 ,,- 模型是一致的 #
LGM模型和 ,,-模型相当于该模型的一个特殊情
况 #当假设界面处的固、液相的溶质浓度相同，即 &-
; &8 时，则与 LGM模型基本一致；而当假设合金为
稀溶液时即溶质浓度 & 近似为零时，则和 ,,-模型
基本一致 #

!"!" 溶质扩散方程

在合金的模拟中，还需要同时解溶质扩散方程，

其扩散方程用自由能密度表示［!&］，即

!&
!! ;

#

·
2（!）
%&&

#

%( )& ， （$）

式中 "，"和 * 为相场参数，2（!）为溶质扩散系
数，%& 和 %&&为自由能密度 % 对浓度的一阶、二阶偏
微分 #
在界面区域的溶质浓度 & 是固相和液相的质

量分数的和 #另外在两相平衡时，界面区域中任意点
的固、液相的化学势相等，即

& ; )（!）&- B（! < )（!））&8，
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’( 计算参数的选择

!"#" 相场参数

相场参数"和 $ 与界面能、界面厚度有关，%
与界面动力系数有关 $则它们可表示为［%&］

# ""!$
!’ )
，)$ " !)() ) "

!$
， （%%）

% *% ""
)

#
&’
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% * ),

!
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式中#为界面能，%为界面厚度，!
- 为动力系数，&

为气体常数，’ 为温度，(+ 为摩尔体积，*, 为液相

线斜率，), 为平衡常数，! 为溶质浓度，下标 !，#分
别表示固相和液相 $
通常金属界面能具有各向异性，因此，引入与界

面能有关的参数

"（&）""（% . + /01（)&））， （%’）
式中 ) 为各向异性的模数，通常取 2；+ 为各向异性
强度；&为界面与优先生长方向间的夹角，即’在
"，, 轴方向的斜率 345&"’" 6’, $

!"$" 扰动

为了模拟实际凝固过程中界面处的波动，我们

在计算加入随机的扰动 $本文以一种简单的方式在
相场方程加入扰动，即

!! 6!# "!! 6!# . %7-（’）()
·· !， （%2）

式中(为取值在 * %和 . %的之间随机数，)·为与
时间有关的相扰动强度因子 $ %7-（’）用来强制扰动
在固液界面中出现，* " &(8 处可能出现最大扰动，
远离界面将迅速减小 $

2 ( 数值计算

本文选用 9:;7(8<=>为研究合金 $计算中使用
到的 9:;7(8<=>合金物性参数如表 %所示 $
在计算时，采用显式有限差分法同时求解方程

（’）和（?）$计算的时间步长受浓度场计算的限制，即

"# @"") 62.#，.# 为液相中的溶质扩散系数，为此

在计算中选择"# """) 68.# $由于枝晶是对称的，为
了节省时间只计算枝晶生长的四分之一区域，枝晶

轴对应着直角坐标系的 / 轴和 0 轴，相场和溶质场

的计算网格数为 A&& B A&&，网格尺寸为 %(8 B %&* A

+，初生晶核设为一个网格数为 %8 B %8的三角形 $

表 % 9:;7(8<=>合金的物性参数

物性参数 9:;7(8<=>

界面能#6（C6+)）

熔点温度 ’1 6（D）

熔点温度 ’2 6（D）

凝固潜热"3+1 6（C6+’）

凝固潜热"3+2 6（C6+’）

液相溶质扩散系数 .#6（+) 61）

固相溶质扩散系数 .! 6（+) 61）

液相线斜率 *, 6（D6+0:）

平衡常数 ),

&(&?’

?’’(’

%’8A

%(&E B %&7

%(E)A B %&7

’(& B %& * ?

’(& B %& * %’

* 72&(&

&(%2

数值计算和结果显示都是采用 F= . . 7(& 为
编程语言，利用上述的模型和计算方法编写了二维

枝晶生长模拟的应用程序和结果可视化显示程序 $

8 ( 结果与分析

本文模拟了初始温度分别为 ?&&D，A?8D 和
A?&D时等温凝固过程的枝晶生长，并在模拟中加入
强度为 &(&%的扰动 $研究了过冷度对等温凝固枝晶
生长过程的影响 $计算是在 G2;)(2HIJK 的微机上
进行的 $

%"#" 枝晶形貌

图 %是凝固时间 # " &(28+1时合金等温凝固时
二维枝晶形貌的模拟结果，其中（4）初始温度为
?&&D，（L）初始温度为 A?8D，（/）初始温度为 A?&D$图
中的黑色区域是固相，白色区域是液相，两者之间的

过渡区域是固、液界面区域 $
从图中可以看得出，（/）图初始温度最低，即过

冷度最大，其枝晶最发达，枝晶不仅具有发达的二次

枝晶臂，而且还出现了三次枝晶臂，同时一次枝晶主

干也会变得更细一些 $而在（4）图中只出现了少量的
二次枝晶臂，同时一次枝晶主干也要粗一些 $这表明
过冷度大可以促进枝晶的生长，二次枝晶臂也更发

达，当过冷度足够大时还会出现三次枝晶臂，另外，

二次枝晶臂的生长又会使一次枝晶主干变细 $
图 )是枝晶生长过程中温度对枝晶尖端生长速

率和曲率半径的影响曲线 $从图中可以看出，随着温
度的升高，枝晶尖端的生长速度减小，而枝晶尖端的

曲率半径增大，基本上是近似的线性变化关系 $从图
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图 ! 二维枝晶形貌的模拟结果（ ! " #$%&’(）（)）" " *##+，

（,）" " -*&+，（.）" " -*#+

图 / 枝晶尖端生长速度和曲率半径与温度的关系曲线

!中枝晶形貌的模拟结果也可以直观地看出，它们
的凝固时间是一样的，但是，在不同温度下的一次枝

晶主干的生长长度是不同的，随着初始温度越低，其

长度越长，即枝晶的生长速率越快 0这表明过冷度大
有利于枝晶的生长，这和凝固理论中晶体连续生长

机理是相符合的 0
图 1是采用 ++2模型［!#］在与图 !（.）同样的边

界条件和初始条件下所得到的枝晶形貌模拟结果 0
图 %是 345.6(’)7等人采用丁二腈进行枝晶生长形

貌实验的结果［//］0从图 1 可以看到，枝晶有一些小
孔隙，枝晶有一定的失真 0这是由于 ++2 模型对网
格尺寸比较敏感，当网格尺寸为 !$# 8 !#9 -’时就可
以得到较好的枝晶形貌，但是这样所需的计算时间

也就要长一些 0比较图 !和图 %可以看出，采用本模
型进行模拟得到的枝晶形貌与实验结果符合得

较好 0

图 1 采用 ++2模型的二维枝晶形貌模拟结果（ ! " #$%&’(，" "

-*#+）

图 % 丁二腈枝晶生长形貌的实验结果［//］

!"#" 溶质分布

图 &是凝固时间 ! " #$%&’(时枝晶生长过程的
溶质分布情况的模拟结果，其中（)）初始温度为
*##+，（,）初始温度为 -*&+，（.）初始温度为 -*#+0
从图 &可以看到溶质的分布情况与枝晶生长形

貌是相符合 0枝晶臂中心 :;的浓度要低一些，这是
由于凝固过程枝晶尖端曲率效应引起过冷，使固相

线向下移动，而固相中溶质的扩散速度又大大落后

于枝晶生长速度 0枝晶凝固的固、液相界面区域出现
:;的富集，这是由于凝固过程的溶质再分配，固相

*&/!期 龙文元等：二元合金等温凝固过程的相场模型



中 !"的浓度低于初始浓度，液相中溶质的扩散速
度也远小于枝晶生长速度，凝固时析出的溶质不能

充分扩散到液相中，从而富集在枝晶前沿 #

图 $ 枝晶生长过程溶质分布的模拟结果（ ! % &’($)*）（+）" %

,&&-，（.）" % /,$-，（0）" % /,&-

在枝晶尖端由于界面移动速率大，溶质来不及

扩散，因此浓度梯度最大 #另外在被二次晶臂包围的
界面区域，溶质不易向液相中扩散，因此整个区域的

溶质浓度比较高 #
图 1是枝晶尖端固液界面处的浓度分布情况 #

从图中还可以看出初始温度高时的最高溶质浓度和

固相中的浓度比初始温度低时要小，这是因为一方

面由于凝固时的温度升高，使凝固点在相图上的液

相和固相线左移，使平衡时的固、液相的浓度降低，

从而导致凝固界面的溶质浓度和固相中的降低；另

一方面初始温度低的时候枝晶的生长速率快，溶质

再分配时析出的溶质相多，并且析出溶质的扩散不

充分，从而在固液界面上富集更多的溶质，而且初始

温度低二次枝晶也更发达，有些糊状区域被枝晶包

围，使得富集的溶质也不容易扩散，这样使得最高溶

质浓度的差别比固相中溶质浓度的差别要大得多 #

图 1 枝晶尖端固液界面处的浓度分布曲线

图 2 340546数与温度的关系曲线

!"#" 与经典枝晶生长理论的比较

在 78+96*:8理论中，假定枝晶为旋转抛物线体，
则枝晶尖端曲率半径、生长速度与枝晶尖端前沿固、

液界面区域的溶质浓度的关系可表示为

#$（%&）% !， （;$）
式中!为合金凝固的无量纲过饱和浓度，即! %
（ &< = &&）>（ &<（; = ’））#

%& 为 340546数，%& % () >（?*<）#
#$（%&）为 78+96*:8函数，可表示为

#$（%&）% %& 4@A（%&）+;（%&）， （;1）

+; 为一指数积分函数，

+;（%&）%!
B

%0

4@A（= ,）
, C , #

图 2是 78+96*:8理论和数值模拟中凝固温度与
340546数的关系曲线，从图中可以看到，随着温度的
升高，模拟结果与 78+96*:8理论解析结果的 340546数
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都是减小的，并且符合较好 !

" # 结 论

$# 基于 %&’()*+,-./’0/1理论，本文发展了一个
新的相场模型，该模型与 234模型和 556模型是
一致的，但比它们更符合实际的凝固情况 !采用该相
场模型可以逼真地模拟自由枝晶的生长过程，通过

引入浓度扰动可以模拟二次或更高次晶臂生长等复

杂的枝晶形貌 !

7 # 过冷度增大可以促进枝晶的生长，从而可得
到更发达的二次枝晶臂，二次枝晶臂生长又使一次

枝晶臂变细 !
8 # 过冷度增大会使枝晶尖端的生长速率增大，

曲率半径减小，浓度 9*:;*<数也增大，并且与 =>/’<?@>
理论中枝晶的生长机理是符合的 !

A # 枝晶生长过程中枝晶尖端的浓度梯度最大，
另外在被二次晶臂包围的界面区域，溶质浓度最高 !
而且过冷度越大溶质在固液界面上的富集现象也越

严重，固相中的溶质浓度也越高 !
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