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研究了超导双结!环的自发磁化现象 (讨论了双结!环可能发生自发磁化的条件，指出了自发磁化条件不仅
与电感参数!有关，而且与两结临界电流之比有关 (并通过分析自由能证明自发磁化是稳定的状态 (最后给出了讨
论结果和渐进行为 (
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!国家重点基础研究发展计划（批准号：*!+++",’,"+）资助的课题 (

! - 引 言

高温超导体序参量具有 .波对称性的重要结果
之一是可以构成临界电流为负的超导 /01234105结，
即通过结的电流 ! 6 7 !8 195"，此电流也可以表示为

! 6 !8 195（" :!），因而这样的结常称为!结，插入奇
数个!结的超导环称为!环 (

;9<=91>和 ?982［!］指出，对于含有一个!结的超导

!环，如果外磁场为零，当电感参数! 6
%!"!8
#"

@ !

时，该超导环会产生自发磁化（存在自发磁化环流），

并由此建议了高温超导体 .波对称性的位相敏感实
验，A1B29等［%］在三晶衬底上制备了三结!环，三个
晶界的角度保证了三个 CDEF晶界结中有一个结是

!结，他们用低 #8 扫描 ;GHIJ探测到该!环的自发
磁化，从而成功地完成了高温超导体的位相敏感实

验，以后，他们进一步测量了自发磁化随温度的变

化［&］，发现即使在很高的温度下，自发磁化磁通基本

上保持在#" K%的值，只有在很接近超导转变温度 #8

时才迅速减小到零 ( A1B29等并未对自发磁化磁通与
温度关系的这一特征作出解释 (邓鹏［’］等计算了三
个结临界电流绝对值完全相等时的三结!环的自发
磁化，指出即使"""也将发生自发磁化，文献［&］还
计算了自发磁化磁通随温度的变化，很好地说明了

A1B29等［&］关于三结!环的自发磁化磁通与温度关

系的实验结果 (
单个超导!环在外磁场为零时会发生自发磁

化 (多个相互耦合的超导!环在零外场下发生自发
磁化时，多个!环的自发磁化可能具有不同的自发
磁化方向 (我们已经证明［)］，对两个相互耦合的!
环，其自发磁化方向相反时，具有较低的自由能 (我
们还证明了［,］，对于 % L % 的二维!环阵列，相邻!
环反向磁化的状态自由能最低，并进一步指出，用相

互耦合的超导!环构成的阵列，其自发磁化方向构
成反铁磁排列的 I195<模型 (
如上所述，超导!环的研究有重要的学术意义 (

此外，超导!环的研究有可能发展新的超导电子学
器件 (例如，量子计算［$］是目前超导物理研究的一个
热点 (由 /01234105结组成的超导环在一定条件下在
外磁场中出现回滞，这样就出现了可以互相转化的

两个量子态 (而超导!环可以在无外磁场时发生自
发磁化 (这种不依赖于外磁场的两个量子态对于量
子计算的实现是很有意义的 (由 /01234105结组成超
导环构成的超导电子器件具有工作速率快，不易受

外界干扰影响以及可以使用现有的半导体制作工艺

大规模生产等优点 (
通常高温超导!结是颗粒晶界结，结两侧的超

导体晶格具有不同的取向，因此 ;9<=91>和 ?982研究
的单结!环在实验上无法实现 (双结!环在实验上
可以实现，如 M0NNOP5 等［#］在 CDEF 的 $ 轴边 % 轴
边拐角处制成 .8 ;GHIJ，这就是一个双结!环，见图
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!（"）#邓鹏［$］计算了三结!环的自发磁化，得到即使

!!%也会发生自发磁化的结论，但他假设了三个结
的临界电流绝对值完全相同 #对于双结!环，一般来
讲其两个 &’()*+(’,结的临界电流不会相同，本文分

析了当两结 - !. -不相等时的一般情况，发现产生自

发磁化的条件不仅与电感参数有关，而且与两结

- !. -之比有关 #

图 ! （"）/’001",的双结!环结构图，（2）双结!环示意图

34 双结!环的自发磁化条件

如图 !（2）所示为一个双结!环，一般来讲两个
&’()*+(’,结的临界电流绝对值不相同 #先设结 ! 为

!结，对于稳态，有
! 5 6 !.! (7,"! 5 !.3 (7,"3， （!）

设 !.! 8 !.3，
!.3
!.!

5 " 9 !，!.! 5 !.3的情形可以由 "!!

的渐进行为给出 #由位相关系有

"! :"3 :
3!（#! :#"）

$%
5 3$!， （3）

式中#" 为外加磁场在环中的磁通量 #讨论发生自

发磁化的情形，即令#" 5 %4 令! 5
3!#!.!
$%
，（3）式

变为

"! :"3 6!(7,"! 5 3$!， （;）

"3 5 3$!6（"! 6!(7,"!），代入（!）式，得到

(7,"! 5 "(7,（"! 6!(7,"!）# （$）
显然"! 5 %，!是方程的解，对应 ! 5 %，为不发

生自发磁化的解 #方程（$）可用作图法求解，设 %! 5
(7,"!，%3 5 "(7,（"! 6!(7,"!），图 3 给出了方程（$）
的两个图解，分别对应 " 5 3，!5 %4<和 " 5 3，!5
%4;的情形 #图 3（2）中除了 %和!（ ! 5 %）之外"! 不

存在其他解，即没有自发磁化的解；在图 3（"）中可
以看出，在一定条件下（"，!取值在某些范围），还存
在"! " %，!的解，此解对应于自发磁化（ ! 5
6 !. (7,"!"%）#因为（$）式两端均为奇函数，所以自
发磁化解必然成对出现，即自发磁化有两个可能的

方向 #由图 3还可以看出：如果有

（"）" 5 3，!5 %4<

（2）" 5 3，!5 %4;
图 3 方程（$）的图解

［%=!（%）6 %=3（%）］·［%=!（!）6 %=3（!）］9 %，（>）

由于 %!，%3 均为连续函数，则必有除了 %和!之外

的交点"! 为方程的解 #把 %!，%3 的表达式代入（>）
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式，得到

! ! ! " #
! ， （$）

即在!! ! " #
! 时存在自发磁化的解 %当!& ! " #

! 时

则不可能发生自发磁化 %图 ’给出了!! ( ! " #
! 的关

系曲线 %

图 ’ !! ( ! " #
! 的关系图

’) 结 *为!结的情形

若结 #为普通结，结 *为!结，则（#）式变为 " (
"+# ,-."# ( " "#* ,-."*，所以 ,-."# ( " !,-."*，"# /"*

/!,-."# ( *$!，（0）式变为 ,-."# ( !,-.（"# /

!,-."#）%关于这个方程的自发磁化解，讨论方法完

全相同 %得到相同的结果：在!! ! " #
! 时存在自发磁

化的解 %当!& ! " #
! 时则不可能发生自发磁化 %

0 %自由能 %

下面通过对双结!环的自由能的分析，讨论自
发磁化解和无自发磁化解（零解或!解）的稳定性 %
1-23-,4和 5-+6是通过单结!环在磁场为零时出现回
滞来说明可以发生自发磁化 %一般的，我们通过自由

能分析，证明双结!环在!! ! " #
! 时，如果不发生自

发磁化（ " ( 7），则自由能为极大值，即对于环流（位
相）的扰动，" ( 7是不稳定的，而自发磁化解能量更
低，是稳定的 %仍然设结 #为!结，结 *为普通结 %双
结!环的自由能 % 可以表示为

% ( &"*
* /

"+##7 +8,"#

*! "
"+*#7 +8,"*

*!
， （9）

其中第一项为超导环的静磁能，第二项为!结 #上
的 :8,6;<,8. 耦合能 % 第三项为普通结 * 上的

:8,6;<,8.耦合能 %设归一化环流 ’ ( "
"+

( " ,-."#，因

为 ! ! #，若无外磁场（$= ( 7），利用（*），（’）式得到

% (
&"*+#
* ,-.*

"# "
* # / !* " *!+8,（!,-."#! ）( )

!

(
&"*+#
* ’* " * # / !* " *!+8,（!· ’! ）( )

!
， （>）

（>）式是无外磁场时自由能与环流的关系 %关于这个
表达式的推导，详见附录 %
我们在零点求 %?（ ’）和 %@（ ’），得到

%?（7）( 7，

%@（7）( &"*+# # " !!
# / !* " *!( )!

( &"*+# # " !!
! "( )# %

当存在自发磁化解时，!! ! " #
! ，%@（7）& 7，自由能

%在环流为零时为一个极大值，是不稳定的 %为了
讨论磁化解的稳定性，我们用另一种方式表示出方

程（0）的图解（见图 0），仍取 ! ( *，!( 7)9，横轴为约
化电流 ’ ( " A "+，两个函数的交点直接给出了相应解

的环流 ’，同时在图 B中画出了由（>）式给出的约化
自由能 ( ( % A%7 对约化环流 ’ 的关系（%7 ( &"*# A*）%

图 0 ! ( *，!( 7)9时方程（0）的图解

从图 0可以看出，直线与曲线的交点即为方程
（0）的解，其中 )，)?是稳定的解，对应图 B自由能曲
线中的极小值 %此结果与普通结超导环的行为类
似［C］%我们特别要指出，从图 B可以看出，’ ( 7的解
（无自发磁化）对应于自由能极大，因而是不稳定的 %
自由能极小的 )，)?点对应自发磁化，其自发磁化方
向相反 %
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图 ! ! " #，!" $%&时归一化的自由能 " 随归一化环流 # 变化曲线

! ’讨 论

!"#" !!#时的渐进行为

此时发生自发磁化的条件变为!( ! ) *
! !$，即

!( $% 因为!"
#!$%+*
"$
，所以这个条件一定满足，因

此得到结论：!!*时，即两个 ,-./01.-2结的临界电
流绝对值相等时双结!环一定会发生自发磁化 ’邓
鹏［3］证明了临界电流绝对值相同的三结!环在!( $
时也一定会发生自发磁化，由此可以引申到多结!
环，对于多结!环也有相同的结论 ’

!"$" !!%时的渐进行为

此时发生自发磁化的条件变为!( ! ) *
! !*，即

!( *，!!4即结 #的临界电流很大，相当于单结!
环，由此得出了单结!环的自发磁化条件!( *% 这
与 56786.9和 :6+/［*］得出的结论相同 ’

; ’ 结 论

研究了临界电流绝对值不相等的双结!环的自

发磁化，指出了发生自发磁化的条件不仅与电感参

数!有关，还与两结临界电流绝对值之比有关，特
别是当两结临界电流绝对值相等时，!!$也将发生
自发磁化 ’证明了存在自发磁化解的条件下，无自发
磁化（ % " $）的解对应于自由能极大，是不稳定的解 ’
稳定的解存在自发磁化 ’

附录 自由能 & 表达式的推导

& "
$%#+*
# .62#"* < #·

+-."* ) !+-."#( )
!

，

由（*）式，.62"* < !.62"# " $，所以

+-."* ) !+-."#

" = （+-."* ) !+-."#）" #

" = ［+-."* ) !+-."#）
# <（.62"* < !.62"#）" #

" =（+-.#"* < !# +-.#"# < .62#"* < !# .62#"#

) #!（+-."*·+-."# ) .62"*·.62"#））
*>#

" = * < !# ) #!+-.（"* <"#" ）’
若无外磁场，由（#）式，"* <"# "!.62"* < #’!，所以

得到

& "
$%#+*
# .62#"* =

# * < !# ) #!+-.（!.62"*" ）( )
!

"
$%#+*
# ## = # * < !# ) #!+-.（!· #" ）( )

!
，

（?*）
式中取“ <”号对应的是自由能较高的解，由于物理
上稳定的解要求自由能低，因此这里取“ )”号，所以
得到自由能 & 的表达式

& "
$%#+*
# .62#"* )

# * < !# ) #!+-.（!.62"*" ）( )
!

"
$%#+*
# ## ) # * < !# ) #!+-.（!· #" ）( )

!
，

即（@）式 ’
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