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首先提出力学系统高阶速度能定理，阐明了系统高阶速度能量的物理意义；然后提出力学系统有势的一般判

据 )在此基础上，引入高阶 *+,-+.,/函数，得出完整有势力学系统的高阶 *+,-+.,/方程，并得到系统高阶循环积分和
高阶广义能量积分 )
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( = 引 言

长期以来，人们已习惯于运用牛顿力学和传统

分析力学解决现实中的力学问题 )但现实中的力学
问题并不完全如牛顿力学和传统分析力学那样理想

和完美，力学系统的运动和受力往往更复杂 )有时不
知道力学系统所受的力的变化规律，可能知道的是

力随时间的变化率（力变率）甚至是力随时间的高阶

变化率（高阶力变率）)此类力学问题已不能直接用
牛顿动力学方程和传统分析力学方程得以解决 )随
着加速度随时间的变化率（急动度）［(—’］的提出，人

们开始关注变加速运动问题，出现了系统加速度能

量［#］、力变率［$］、猝量方程［>，"］、物体（或质点）加速度

能定理［"］等变加速动力学概念及规律 ) (??(年，@/3
等人提出完整系统关于广义速度的 *+,-+.,/方程［#］)
&%%#年，文献［A］给出该方程的一种推导方法，并称
该方程为三阶 *+,-+.,/ 方程 ) &%%$ 年，文献［?］得出
三阶 *+,-+.,/方程的相对运动形式 )最近，文献［(%］
从更普遍意义上引入系统的高阶速度能量，导出完

整力学系统的高阶 *+,-+.,/方程、高阶 B3/4C/. 方程
以及高阶 DEE/44方程 )本文首先得到力学系统的高
阶速度能定理，阐明系统高阶速度能量的物理意义；

然后提出力学系统有势的一般判据 )在此基础上，引
入系统的高阶 *+,-+.,/ 函数，得出完整有势力学系
统的高阶 *+,-+.,/ 方程，并进一步得到系统高阶循
环积分和高阶广义能量积分 )

& )完整有势力学系统的高阶 *+,-+.,/
方程

研究 ! 个质点组成的完整理想力学系统 )设第
" 个质点的位矢为 !"，作用于其上的主动力合力和约

束反力合力分别为 "" 和 #"，它们一般是位矢 !"、速

度 $! " 和时间 # 的函数 )对第 " 个质点的牛顿动力学
方程等式两端同时对时间求$ 阶导数，移项，得
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定义 , 若在 $ 阶速度空间中，某个约束产生
的约束反力及 $ 阶约束力变率沿着约束方程在该
空间所确定的超曲面的法线方向，则称之为理想约

束 )
用第 " 个质点在 $ G ( 阶速度空间的虚位移
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标乘（(）式，对 " 求和，并结合理想约束的定义，
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引入 ! 个广义坐标 "!（!! "，#，⋯，!），则有
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将（$）式和（&）式代入（#）式，化简，可得
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彼此独立，因此由（+）式可得完整理

想力学系统的高阶 ,-./-0.1方程为［"*］
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!"#" 力学系统高阶速度能量的物理意义

定理 # 理想力学系统所有 % 阶主动力变率在
% ) "阶速度空间作的功等于系统 % ) "阶速度能量
的变分，即
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称为系统的 % ) "阶速度能量 %称（3）式为理想力学
系统的高阶速度能定理 %
证明 用第 # 个质点在 % ) " 阶速度空间的虚

位移! !#
（% ) #）
标乘（"）式，并对 # 求和，则得
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根据理想约束的定义，有
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于是定理成立 %证毕 %
需指出，若力学系统是非理想的，则只需将诸约

束反力及其各阶约束力变率沿约束方程在高阶速度

空间所确定的超曲面的切向分量归入主动力及各阶

主动力变率，定理 "仍可适用 %
由定理 " 可见，系统高阶速度能量是描述高阶

力变率作用下系统在高阶速度空间中运动状态的物

理量 %

!"!" 力学系统有势的一般判据

判据 # 对理想力学系统，如果所有 % 阶主动
力变率在% ’ "阶速度空间作的功与系统在该空间
所经路径无关，即
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其中 )% ! )%（ ""
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（%）
，$），则系统各 % 阶主动

力变率或各% 阶广义主动力变率是有势的，称该力
学系统为有势力学系统，称函数 )% 为 % ’ "阶速度
空间的势或势函数 %
当 % ! *时，（4）式或（5）式正是传统力学中力或

广义力有势的判据 %因此，将（4）式或（5）式作为力学
系统有势的判据，可将传统力学中力的势、广义力的

势推广到力变率、广义力变率的势以及高阶力变率、

高阶广义力变率的势，从而扩充了传统力学中势的

概念 %

!"$" 完整有势力学系统的高阶 %&’(&)’*方程

如果完整力学系统是有势的，则将（5）式代入
（2）式，得
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因为势函数 )% 中不含% 阶广义速度 "!
（% ) "）
，故如令
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&
& %
!!"

! &!
（"#$( )） " $

" # $
!!"

! &!
（"） ! %

（! ! $，’，⋯，’；" ! %，$，’，⋯）( （$’）
（$’）式称为完整、理想、有势的力学系统的高阶
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这正是传统分析力学中有势力学系统的 )*+,*-+.方
程，其中 !% ! #% " $% ! ( " $ 也正是传统分析力学
中的 )*+,*-+.函数；当 " ! $时，（$’）式为
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（$1）式称为完整有势力学系统的三阶 )*+,*-+.方程，
其中 !$ ! #$ " ’$$ 可称为系统的一阶 )*+,*-+. 函
数 (
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/ (完整力学系统的高阶循环积分
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定理 ! 若理想完整有势力学系统的 " 阶
)*+,*-+.函数 !" 满足条件
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于是，结合完整有势力学系统的高阶 )*+,*-+. 方程
（$’）式，有
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显然，当（!"）式、（!#）式满足时，上式等于零，定理成
立 $证毕 $
需特别指出的是，定理 !适用于 !!"的情形 $

当 ! % "时，由定理 !的证明过程可以看出，只要满
足条件（!"）式，系统就存在广义能量积分

"
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$·! & #" % %" % ’()*+ $

这与传统分析力学的结论是一致的 $

, $讨 论

传统分析力学中，完整有势力学系统的 -./0.)/1

方程占有重要的地位 $出现在该方程中的 -./0.)/1
函数不仅在 -./0.)/1力学而且在 2.345+()力学甚至
更大范围里显示出了独特的作用 $因此，得出完整有
势力学系统高阶 -./0.)/1 方程也具有重要意义 $研
究力变率或高阶力变率作用下完整有势力学系统的

高阶 -./0.)/1方程及高阶 -./0.)/1函数，是变加速动
力学研究中重要的一环，它将给变加速动力学的研

究开辟广阔的空间 $
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