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将试探方程法应用到变系数非线性发展方程的精确解的求解 *以两类变系数 +,- 方程为例，在相当一般的参

数条件下求得了丰富的精确解，其中包括新解 *
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" ? 引 言

求非线性演化方程的精确解是非线性科学中的

主要课题 * 对常系数方程已发展了许多方法，特别

是代数方法，如齐次平衡法［"—$］，试探函数法［(，)］，双

曲正切展开法［#—%］，椭圆函数展开法［.—""］，函数变换

法［"&］，:38705>:387 方法［"$—")］，混合指数法［"#，"@］，分离

变量法［"%］，用微分方程解的展开方法［".］等 * 利用这

些方法已求得了大量非线性发展方程的精确解 * 代

数方法的基本思想是假设方程有某种特定函数组合

形式的解，将此组合形式代入方程中确定其中的参

数即 可 * 这 时 经 常 要 利 用 一 些 数 学 软 件，如

A2B6712B352 等 * 最近，我们提出了一种求非线性发

展方程精确行波解的方法，即试探方程法［&’］* 其基

本思想是将所求方程约化为初等积分形式，而一般

情形下被积函数与多项式密切相关 * 通过讨论多项

式的根的情况，可以解出相应的不定积分，进而得到

所求方程的精确解 *
在现实的物理世界中，用来描述现象的常系数

微分方程是比较粗糙的，而变系数微分方程与实际

更符合 * 但变系数微分方程的求解也更困难 * 用前

面提到的代数方法已求得了一些具体的变系数微分

方程的精确解［&"—&(］* 在本文中，考虑文献中广泛关

注的如下的两类变系数 +,- 方程，用试探方程法求

出了它们的较丰富的精确行波解，其中包括了文献

［&"］中的结果为特例，同时也包含了新解 * 这里，第

一类变系数 +,- 方程为
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第二类变系数 +,- 方程为

!" C［#（ "）C$（ "）#］!# C!（ "）!!#

C"（ "）!### C%（ "）! D ’* （&）

方程（&）包含了广义变系数 +,- 方程［&$，&(］

!" C［!（ "）C"（ "）#］!# < $$%（ "）!!#

C%（ "）!### C &"（ "）! D ’， （$）

而方程（$）又可化为多种形式，如变系数非均匀谱

+,- 方程
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< &（ "）E &! C #!# E， （(）

柱 +,- 方程

!" C
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具有预弛效应非均匀介质的 +,- 方程
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广义 +,- 方程
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带外力项的广义 +,- 方程
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等等 ! 因此本文的结果有广泛的适用性 !

" # 试探方程法概述

对于变系数非线性发展方程，试探方程法可概

述如下：

第一步：对于所考虑的非线性方程

!（"，"# ，"$，"$$，⋯）$ %， （&）

作波变换

"（$，#）$ "（!’），!’ $ %（ #）$ ("（ #），（’%）

将（’%）式代入（&）式得到非线性常微分方程

&（"，")，"*，⋯）$ %! （’’）

第二步：取试探方程

"* $ !
’

( $ ’
)("( ， （’"）

其中系数为常数 !由（’"）式可导出

（")）" $ *（"）$ !
’

( $ %

")(

( ( ’"
((’ ( +， （’+）

以及 "’ 等其他导数项，这里 + 是积分常数 ! 将这

些项代入（’’）式中，得到一个 " 的多项式 ,（ "）! 根

据平衡原则能确定 ’ 的值 ! 令 ,（ "）的系数都是

零，得到一个常微分方程组 ! 解这个方程组可确定

%（ #），"（ #）以及 )%，⋯，)’ 和 + 的值 !
第三步：将（’+）式化成初等积分形式

,（! -!%）$" ."
*（"# ）

， （’/）

利用 ’ ( ’ 阶多项式的完全判别系统［"%，"0］对 *（ "）

的根分类，由此解出（’/）式，进而得到方程（&）的形

如（’%）式的精确解 !
注 ! 与变系数方程不同之处在于，常系数方程

的波变换（’%）中 %（ #），"（ #）均为常数 !

+ # 第一类变系数 1.2 方程的精确解

将（’%）代入（’）中，有

（%)（ #）$ (")（ #））") (#（ #）%（ #）"")
($（ #）%+（ #）"! $ %， （’0）

取试探方程（’"），根据平衡原则知 ’ $ "，即

"* $ )" "" ( )’ " ( )%， （’3）

由（’3）式有

（")）" $ "
+ )" "+ ( )’ "" ( ")% " ( +，（’4）

"! $（")" " ( )’）") ! （’5）

将（’5）式代入（’0）式并消去 ")有

-’ " ( -% $ %， （’&）

其中

-’ $#（ #）%（ #）( ")"$（ #）%+（ #），

-% $ %)（ #）$ (")（ #）( )’$（ #）%+（ #）! （"%）

解如下方程组

-’ $ %， -% $ % ! （"’）

注意到 )’，)" 均为常数，解得

%（ #）$ % 为常数，

)’ 为任意常数，

#（ #）
$（ #）$ 常数，

)" $ - #（ #）
"$（ #）%"

，

"（ #）$ - )’ %+"$（ #）. # ! （""）

在条件（""）下，我们解方程（’4）! 为此作如下变换

. $ ")"( )+

’
+
"，

! $ ")"( )+

’
+

!’， （"+）

方程（’4）变成

."
! $ .+ ( +" ." ( +’ . ( +%， （"/）

其中

+" $ )’
")"( )+

- "
+

，

+’ $ ")%
")"( )+

- ’
+

，

+% $ + ! （"0）

记（"/）式右边的多项式为 *（.）! 它的完全判别系

统为

% $ - "4 "
"4+

+
" ( +% -

+’ +"( )+

"

- / +’ -
+"
"( )+

+

，

/ $ +’ - ’
+ +"

" ! （"3）

其中%是判别式 !（"/）式化为初等积分形式（’/），

分以下四种情形讨论（细节可参考文献［"%］）：

情形 ! % $ %，/ 6 %；*（.）$ % 有一个二重实

根和一个单重实根，即，

*（.）$（. -#）"（. -$）， （"4）

如果 . 7$，积分（’/），相应的得到（’4）的精确解为
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其中（"+）式和（"-）式是类孤波解，（#(）式是三角函

数形解 1
情形 ! $ ! (，# ! (；$（%）! ( 有一个三重实

根，即

$（%）!（% $!）#， （#%）

相应的有（%2）的解为

! ! 3
""（#% $#(）) """( )#

%
#
!， （#"）

这是有理函数形解 1
注 ! 在方程（"+）—（#(）和（#"）中，积分常数

#( 已重新标度了，仍然记为#(，下同 1
情形 " $ * (，# 0 (；$（%）! ( 有三个不同的

实根!0"0%，当!0 % 0"时，作变换

% !! )（" $!）.45"&， （##）

可用椭圆函数［"3］解出积分（%6）式，相应地（%2）式的

精确解为

! ! """( )#

$ %
#
! ) """( )#

$ %
#
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7 .5" % $! !
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%
#
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这是类椭圆正弦波解，可化成类椭圆余弦波解 1
当 % *%时，作变量变换

% ! $".45"’ )%
,8."’

， （#9）

相应的（%2）式的精确解为

! ! """( )#

$ %
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"
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%
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,5 % $! !
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%
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，
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在（#6）式和（#3）式中，&" !"$!
%$!

1

情形 # $ 0 (；$（%）! ( 有一个实根和一对共

轭复根，即，

$（%）!（% $!）（%" ) ’% ) (）， （#2）

其中 ’" $ 6( 0 (1 当 % *!时，作变量变换

% !! ) !" ) ’! )! ( &:5" &" ， （#+）

解出积分（%6）式，相应地（%2）式的精确解为
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这里，（"+），（"-）和（#6）式是文献［"%］中得到的

结果，（#(），（#"），（#3）和（#-）式是我们得到的新解 1

6 ; 第 二 类 变 系 数 <=> 方 程（"）的 精

确解

由于第二类变系数 <=> 方程（"）不能直接利用

试探方程法求解，为此先作如下变换，即设（"）有如

下形式的解

!（)，*）! (（)，*）/+（ *）， （6(）

将（6(）代入（"）并消去 /+（ *）有

(* ) (+?（ *）)（(（ *）))（ *）)）()
)!（ *）/+（ *）(() )"（ *）())) )%（ *）( ! (，（6%）

令 +?（ *）! $%（ *），即

+（ *）! $"%（ *）= *， （6"）

将（6"）式代入（6%）式中，（6%）变成
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!" !（!（ "）!"（ "）#）!#

!#（ "）"$（ "）!!# !$（ "）!### # $% （&’）

作波变换

!（#，"）# !（%(），%( # %（ "）# !&（ "），（&&）

将（&&）式代入（&’）式有

（%)（ "）# !&)（ "））!) !（!（ "）!"（ "）#）%（ "）!)
!#（ "）"$（ "）%（ "）!!) !$（ "）%’（ "）!! # $， （&*）

与对第一类变系数 +,- 方程的讨论相似，取试探方

程为

!. # &/ !/ ! &( ! ! &$， （&0）

同样的程序可得

%（ "）# "1!"（ "）," ，

&（ "）# 1!（!（ "）%（ "）!#($（ "）%’（ "））, "，

&/ # 1#（ "）
$（ "）"!

（/"（ "）1’（ "））," # 常数，

&( 为任意常数 % （&2）

在参数条件（&2）的情形下，解方程（&0），相应的可以

得到第二类变系数 +,- 方程（/）的形如（/3）—（’$），

（’/），（’&），（’0）和（’4）式的精确解，其中形如（’$），

（’/），（’0）和（’4）式的解是新解，其他的是文献［/(］

中得到的解，并且这里的参数条件更一般 % 为简明

起见，这里不具体写出了 %
由于（’），（&），（*），（0），（2），（3）式都是（/）式的

特殊情形，因此由（/）式的精确解可写出这些方程的

精确解，从略 %

* 5 结束语

本文将试探方程法应用到变系数非线性发展方

程 % 以数学物理中重要的两类变系数 +,- 方程为

例，给出了它们的精确解，这其中包括文献中的结果
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