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借助于平面波展开法分析了二维复式格子声子晶体能带结构，计算了铝合金柱体按周期性结构排列在空气中

形成的二维固’气复合体系的声子晶体，给出了复式蜂窝格子和复式 ()*+,- 格子的能带结构，进而对比分析了复式

格子和简单格子的能带结构特性 .结果表明，与简单格子相比，复式格子的带隙出现在频率相对较低的位置；在 ! /
$0$1"—$02$&2 范围内，将声子晶体排列为复式格子要优于简单格子，可以得到更宽带隙 .此外，引入了带隙分布图，

讨论了填充系数 ! 对带隙数目、带隙宽度以及带隙上下边界频率的影响 .
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" 0 引 言

"11% 年，E:*);)C 和 8D+?+,+>C 首次在理论上证

实球形散射体埋入某一基体材料中形成三维周期性

点阵结构具有弹性波禁带特性［"］. "113 年，(>CFG)F)
等人首次明确提出了声子晶体（BF+?+?:D DH=CI);C）概

念，并对水银柱在铝合金基体中形成的复合介质采

用平面波方法计算获得了在剪切极化方向上的弹性

波禁带［%］. "11# 年，J)HI:?-K9E);) 等人在对西班牙马

德里的一座 %$$ 多年前制作的雕塑“流动的旋律”进

行声学特性研究时，首次从实验角度证实了弹性波

禁带的存在［3］. 从此声子晶体的研究引起了极大

关注 .
目前，声子晶体的研究工作主要集中在声子晶

体带隙的计算［%，&—"3］、缺陷态的研究［"3—"1］以及实验

研究方面［3，"1—%&］，而应用探索方面［%#—%7］刚刚起步 .
在声子晶体禁带的计算方面，多数文献都是以

正方格子、三角格子为研究对象［"$—"3］，文献［#］研究

了液相体系声子晶体排列为长方格子时的能带结

构，结果表明在某些情况下长方格子与正方格子相

比可以获得更宽的带隙 .以上论文中的共同特点是

研究对象都属于基元只包含一个‘原子’的简单格

子，而没有对复式格子结构的情况加以研究 .

在以上这些工作的基础上，本文研究了复式格

子声 子 晶 体 的 能 带 结 构 特 性 . 给 出 了 平 面 波 法

（LMJ）计算复式格子声子晶体能带结构的理论方

法，采用二维铝合金’空气体系，计算了以蜂窝格子

和 ()*+,- 格子为代表的复式格子的能带结构；然后

与以正方格子和三角格子为代表的简单格子的情况

作了对比分析，结果表明，在 ! / $0$1"—$02$&2 范

围内，将声子晶体排列为复式格子要优于简单格子，

可以得到更宽的带隙 .此外，本文还引入了带隙分布

图，反映前 "# 个能带间带隙的分布情况 .借助于带

隙分布图，分析了带隙数目、带隙宽度以及带隙上下

边界频率随填充系数 ! 的变化情况 .

% . 平面波展开法计算复式格子能带结

构的分析过程

本文的研究对象属于固’气体系，由于在气体中

只存在纵波的传播，但在固体中既有纵波又有横波

且存在耦合，这给平面波展开法（LMJ）的使用带来

了一定的困难 .文献［%"—%%］采用以下近似方法：考

虑到固体的声阻抗远大于空气，当声波由空气入射

到固体散射体时，在界面处会发生声波全反射，固体

内部压强只是分界面处压强的静压传递，并不是疏

密交替的声压，即不存在声波传播，所以相对于空
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气，固体的刚度可认为是无穷大 ! 因此，可以把固体

散射体假想成与其具有相同密度和纵波速度的液

柱，从而可方便地使用平面波展开法求解 !本文采用

该简化模型，将固"气体系转化为液"气体系 !液"气体

系中，介质的弹性波方程如下：

!（ !）!
# "
!!# $

"

［"%%（ !）

"

·"）］ （%）

其中，! 为坐标矢量，"%%（ !）为纵弹性常数，!（ !）为

材料密度，"（ !，!）是与坐标和时间有关的位移矢

量 !定义标量!" $

"

"，方程（%）可以变为如下波动

方程：

%
"%%（ !( )）

!#"
!!# $

" %
!（ !( )）

"( )" （#）

由布洛赫定理，（#）式中的"（ !，!）可写成如下

形式：

"（ !，!）$ &’(［)（#· ! *#!）］"#（ !） （+）

式中波矢 # 被限制于第一布里渊区（%,- ./），#为波

的角频率，而"#（ !）为与 %""%%（ !），%"!（ !）具有相同

周期的函数，它们都可以展开成二维傅里叶级数，这

里统一用$（ !）来表示上面的量：

$（ !）$ !
$
$$ &’(（)$· !） （0）

其中 $ 为二维晶格的倒格式 !

图 % 二维正方格子（1）、三角格子（2）基元、基矢及布里渊区示意图

下面我们着重分析如何获得复式格子的傅里叶

变换系数$$：

首先考虑单个‘原子’，其傅里叶系数$$ 为：

$$ $ % *%"3# &$（ !）&’(（* )$· !）

$ $
’( 4$.（% * (）$#$ $ $ 5

（$’ *$.）)（$）$（"$）)（$） $ ${ 5
（6）

式中 % 为单胞的面积，( 为填充系数，)（$）称为结

构因子，仅仅与散射体 ’ 的几何形状有关，而与具

体的排列无关 !对于横截面为圆形的柱体

)（$）$ # (*%（$+）"（$+） （7）

式中 + 为圆柱体的半径，*% 为一阶第一类 .&,,&8
函数 !

根据傅里叶变换的平移特性，如果$（ !）平移了

一个增量 &5，那么它的傅里叶变换相应要倍乘上一

个因子 &)$·!5 ，即

$（ ! 4 !5）%&)$·!5$$ （9）

因此，对于基元包含多个‘原子’的复式格子，傅

里叶变换可以通过简单的求和来获得：

!
&,
$（ ! 4 !, ）&!

&,

&)$·!,$$ （:）

式中 &, 为各‘原子’在基元中的位置矢量 !
最后（#）式变为

!
$;

［## " *%
%%$* $;

*!
*%
$* $;（# 4 $;）·（# 4 $;）］"#$; $ 5 （<）

令波矢 # 扫描整个不可约布里渊区，求（<）式

的本征解后可得到能带结构#-（#），其中参数 - 为

不同能带的标志 !
已知晶格常数为 .，考虑图 % 和图 # 所示的几

种不同的晶格：

（%）正方格子，散射体填充系数为：( $%+# ".#，

并且有 5’ (’9:=60> ；

（#）三角格子，散射体填充系数为：( $ #%+# "

(+.#，并且有 5’ (’<5=7<> ；

（+）蜂窝格子，如图 #（1）所示，基元中包含两个

‘原子’，取两个‘原子’连接线的中心为原点，相应位

置矢量分别为 !% $（. "#，5），!# $（ * . "#，5），结构因

子为：)?@（$）$ @A,（$·!%）)（$），其中 )（$）由（7）

式给出 !散射体填充系数为：( $ 0%+# ("+ + .#，并且

有 5’ (’75=07> ；

（0）B1CAD& 格子，如图 #（2）所示，基元中包含

五个‘原子’，将原点取在中心‘原子’处，相应位置矢

量分别为 !% $（5，5），!# $（ .，5），!+ $（ * .，5），!0

$（. "#，(+. "#），!6 $（ * . "#， (* + . "#），则结构因子

为：)/（$）$（（% 4 @A,（$·!# ）4 @A,（$·!0 ））"+）

)（$），其中 )（$）由（7）式给出 ! 散射体填充系数

为：( ($ +%+# "#.#，并且有 5’ (’7:=5#> !
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图 ! 二维复式蜂窝格子（"）和 #"$%&’ 格子（(）基元、基矢示意

图，布里渊区同三角格子

) * 数值计算结果及分析

我们以二维铝合金+空气体系作为研究对象，铝

合金（空气）的相关物理参数为：! , !-..（/ * !/）0$+

&)，!" , 1!1.（)2)）&+3* 倒格式 ! , #/ "/ 4 #! "! ,
!"（#/ #/ 4 #! #!）+$，其中 #/，#! 为整数 * 计算时取

5 /.!#/，#!!/.，用 22/ 个平面波和 )/ 个 $ 点求

解，此时所得的解有很好的收敛性 *图 ) 为二维复式

格子的能带结构图，纵坐标为归一化频率# ,$$ +

!"!.，其中 !. , !
— 5 / +%

—" 5 / ，横坐标取布洛赫波矢 %
, &$ +!"，计算参数为 $ , /.67&&，’ , 2&&*图 )（"）
为复式蜂窝格子，对应填充系数 ( , .6)7/；图 )（(）

为复式 #"$%&’ 格子，对应填充系数 ( , .6)829 *为了

进行对比分析，我们还采用相同的计算参数，计算了

简单格子的能带结构（如图 2 所示）*图 2（"）为正方

格子，对应填充系数 ( , .62778；图 2（(）为三角格

子，对应填充系数 ( , .67!17 *

图 ) 二维复式格子声子晶体能带结构 （"）蜂窝格子；（(）#"$%&’ 格子

图 2 二维简单格子声子晶体能带结构 （"）正方格子；（(）三角格子
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由表 ! 可以看出，蜂窝格子的第一条带隙宽度

最宽为!! " #$!%&!；三角格子最小为!! " #$#’() *
比较各晶格结构第一条带隙的归一化中心频率，发

现复式蜂窝格子和复式 +,-./0 格子带隙的归一化

中心频率低于正方格子和三角格子 *说明与简单格子

相比，复式格子的带隙出现在频率相对较低的位置 *

表 ! ! " !#$1//，" " (// 各晶格第一条带隙情况对比

晶格结构 蜂窝格子 +,-./0 格子 正方格子 三角格子

填充系数 # #$21! #$2)(’ #$(11) #$1%31

第一条带隙宽度!!4（5647） #$!%&! #$#’1’ #$!#12 #$#’()

第一条带隙归一化中心频率4（5647） #$2!%( #$%3#) #$1&&’ #$)&)1

图 1 二维复式格子声子晶体带隙分布图 （,）蜂窝格子；（8）+,-./0 格子

图 3 二维简单格子声子晶体带隙分布图 （,）正方格子；（8）三角格子

图 1 给出了复式格子的带隙分布图，它反映了

频率最低的 !1 个能带间带隙的分布情况 *其中图 1
（,），1（8）分别为复式蜂窝格子和 +,-./0 格子的情

况 *而对于正方格子和三角格子对应的情形，其带隙

分布由图 3（,），3（8）分别给出 *从中可以发现，对复

式蜂窝格子而言，在 # " #$#3%—#$3#(3 时均有带隙

出现，并且在 # " #$1&(& 时带隙数目达到最大为 ’
条；对复式 +,-./0 格子而言，在 # " #$!%1—#$3’#%
时均存在带隙，并且在 # " #$3#! 时出现的带隙最多

为 ’ 条；而 对 简 单 正 方 格 子 而 言，带 隙 在 # "
#$%11%—#$&’1( 之间存在，在 # " #$&12 时存在带隙

最多 为 3 条；对 简 单 三 角 格 子 而 言，带 隙 在 # "

(!1( 物 理 学 报 1( 卷



!"!#$—!"%!&% 之间出现，并且最多可出现 ’ 条 ( 观

察图 ’ 和图 & 中各晶格结构的第一条带隙，可以看

出除 )*+,-. 格子外，其它格子带隙的下边带频率均

随着 ! 的增大单调减小，而带隙的上边带频率、带隙

宽度均是随着 ! 的增大单调增大 ( )*+,-. 格子的下

边带频率也是随着 ! 的增大单调减小，但上边带频

率随着 ! 的增大先逐渐增大后减小，在 ! / !"&01 时

达到最大值 (
图 # 为各晶格第一条带隙宽度!!随填充系数

! 的变化曲线，标记为菱形、圆形、正方形和三角形

的曲线分别代表蜂窝格子、)*+,-. 格子、正方格子

和三角格子 (复式蜂窝格子、正方格子和三角格子的

带隙宽度都是随填充系数的增大单调增大，并且在

最大填充系数处获得最大的带隙宽度，对复式蜂窝

格子最大值为!! / !"2!’2；对简单正方格子最大值

为!! / !"31$#；对简单三角格子最大值为!! /
0"’!!0 (而复式 )*+,-. 格子最大值不在最大填充系

数处，在 ! / !"&’0’ 处，!! / !"10’$ (可见，三角格子

可以获取最大的带隙宽度 (比较各晶格在不同填充

系数处的带隙宽度，发现在 ! / !"!%0—!"&!2& 的范

围内，复式蜂窝格子带隙宽度大于正方格子和三角

格子，说明填充系数在此变化范围内，将声子晶体排

列为复式蜂窝格子要优于排列为简单格子 (

图 # 各晶格结构第一条带隙宽度!!随填充系数 ! 的变化曲线

2 ( 结 论

本文对比简单正方格子和简单三角格子，研究

了将二维铝合金4空气复合体系声子晶体排列为复

式蜂窝格子和复式 )*+,-. 格子时的能带结构 (结果

表明，与简单格子相比，复式格子的能带结构存在以

下特性：0）带隙出现在频率相对较低的位置 ( 1）前

0’ 条能带中复式格子的带隙分布相对比较密集，最

多有 3 条带隙 ( $）与简单晶格的情况相同，复式蜂

窝格子第一条带隙的下边带频率随着 ! 的增大单调

减小，而带隙的上边带频率、能隙宽度随着 ! 的增大

单调增大，并且在最大填充系数处带隙宽度达到最

大值 (复式 )*+,-. 格子的变化规律也类似，只是上

边带频率随着 ! 的增大先逐渐增大，在 ! / !"&01 达

到最大而后开始减小，相应，带隙宽度的最大值也不

在最大填充系数处，而是在 ! / !"&’0’ 处 (其中三角

格子的最大带隙宽度可达!! / 0"’!!0，而 )*+,-.
格子的最大带隙宽度仅为三角格子的 04# 左右，是

所有晶格结构中最小的 (
2）在 ! / !"!%0—!"&!2& 的范围内，复式蜂窝格

子第一条带隙宽度大于正方格子和三角格子 (说明

填充系数在此变化范围内，将声子晶体排列为复式

蜂窝格子要优于排列为简单格子 (
’）在散射体半径 "、填充系数 ! 一定时，设三

角格子的晶格常数为 #$ ，则正方格子 #% / !"%$0#$ ，

复式蜂窝格子 #&’ / !"30&#，复式 )*+,-. 格子 #( /
!"3&&#$ (说明在散射体半径 " 一定时，若要获得相

同的填充系数，复式格子的晶格常数要小于简单格

子，即复式格子声子晶体的尺寸小于简单格子声子

晶体 (以三角格子 #$ / 0!5- 为例，则复式蜂窝格子

#&’ / 3"0&5-(尺寸的减小使得复式格子在实验和实

际应用中更具优势 (
上述结论对实际声子晶体的设计具有一定的参

考意义 (

［0］ 67+*8*9 : : *;< =5,;,-,> = ? 0%%1 ) ( *+,-. #-. /012#$0+- !"#

$$#
［1］ )>9@A*@* : 6，B*8.C7 D 3$ #4 0%%$ 5&6% ( "37 ( 83$$ ( $! 1!11
［$］ :*EF7;.GH6*8* I 3$ #4 0%%’ 9#$,23 %$# 120
［2］ J> K L，M7> N O 3$ #4 1!!1 ) ( 5&6% ( P：:;;4 ( 5&6% ( %" 0&1

［’］ J> K L，M7> N O 3$ #4 1!!1 *+4 ( *$#$ ( <+==,- ( !&% 1$%
［&］ Q*, O R，M7> N O *;< J> K L 1!!2 5&6% ( 83$$ ( S %&$ 12#
［#］ O>T7@7E, U*;*T* *;< 6@7;H75@7E, U*->E* 1!!1 5&6% ( V %!’ 1$#
［3］ Q*W*88.E, P *;< 6*X;5@.GHP.@.9* R 1!!0 5&6% ( "37 ( V ’( !&2$!$
［%］ )>*;+ J :，B,> N M *;< M7> O O 1!!2 5&6% ( 83$$ ( S %%& 230
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