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研究了二维椭圆台球中的量子谱和经典轨道之间的对应关系 *为尝试求解没有解析波函数和本征能量又不能

分离变量的体系，采用了定态展开方法（+,-./012/ 3+4526 728 04.412/.89 04.4+0，简称 :;<<）得到尽可能精确的数值解，这

是闭合轨道理论被推广到计算开轨道的情况 *比较了傅里叶变换谱和经典轨道，发现量子谱的峰位置与经典轨道

的长度在可分辨的范围内符合得很好，这是半经典理论为经典与量子力学的联系提供桥梁作用的又一个例子 *
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! D 引 言

近年来，基于晶体生长和人工刻蚀技术的进步，

纳米技术越来越受到人们的青睐，并开创了制作纳

米器件的新方法［!］*通过一个门电压控制电子在这

种器件中运动，使电子被控制在一维或两维的空腔

中，任意形状的二维空腔都可以由半导体异质结构

成 *在低温下无论是弹性散射还是非弹性散射，高质

量的异质结的尺度都可以小于电子的平均自由程，

但是要大于电子的费米波长，当电子通过这样的空

腔时，可以看作是自由运动，这样的系统称为量子台

球［#］*微腔输运性质的研究可以采用量子台球作为

模型，并且在研究动力学系统特别是量子混沌中，这

种模型已经被证明是很有意义的［)］*我们研究的量

子台球中的量子谱函数和经典运动之间的对应关系

一直是这几年来人们所关心的问题 *在理论和实验

上都有很好的发展前景 *
一般的二维量子台球问题是研究台球区域内部

存在恒定势场的情况下，由一点出发的粒子的运动

情况 *粒子在边界上是弹性散射，在两次碰撞之间做

直线运动，由于可以看作是自由粒子，所以台球区域

的形状以及区域内所加的势场决定了粒子的运动是

规则的还是混沌的 *在理论上人们已经用周期轨道

理论方法和 E+889 公式作过很多工作［&—=］，而用闭合

轨道理论讨论开轨道情况的研究才刚开始：如研究

了矩形［(］以及正三角形［’］量子台球的动力学性质，

这些量子台球有一个共同的性质———都有解析的本

征函数和本征值 *本文研究的二维椭圆量子台球体

系是一个可积体系［>］，但是采用数值方法求解 *这里

所提供的定态展开方法［!%］具有一定普遍意义，而数

值近似方法可为求解混沌体系提供借鉴 *

# *量子谱及其傅里叶变换

我们考虑单位质量粒子的运动（以下推导中取

自然单位 ! F!"!），假设体系的 G.31@42/1./ 是

" F ##
# H $（%）* （!）

取椭圆区域为 !，其边界方程为 &# H &’# F !，

$（%）F
% 如果 % # !，

I 如果 % #J !
{ *

（#）

对应的定态 <C58K61/L+8 方程是

""(（%）F ##
# H $（%[ ]）"(（%）F )("(（%）*（)）

本征能量和本征波函数分别为 )( 和"(，( 是标记

量子态的指标，由于势能在 ! 外为I，所以"(（ %）

在边界 上 必 须 满 足 M181C5@+4 边 界 条 件"（ %）N %#$#
F %*
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本文对于量子谱的计算应用近来提出的新量子

谱函数［!］，我们假设在坐标表象中的 ! 和 " 两点，

量子谱函数定义为

!!" " !
#
"
"
#（!）"#（"）!（$ # $#）$ （%）

类似于闭合轨道［&&，&’］的平均振子强度密度的推

导，上面的量子谱函数可以写成一个平滑背景项与

一些正弦振荡项求和的叠加

!!"（$）"!
(
!"（$）)!

%
&% *+,（’% )#%），（-）

其中，右边第 & 项是一个平滑背景项，第 ’ 项是一些

正弦振荡项的求和，求和包含了从 ! 到 " 的所有允

许的经典轨道，振幅 &% 是与轨道的稳定性有关的

量，’% 是经典作用量’% "#
"

!
(.)，积分沿经典轨道进

行，#% 是相位，包含 /0*123 相位修正 $
体系的经典作用量 ’% 表为 ’ " *+，其中 * "

’$ $，+ 是经典轨道的长度 $ 量子谱的傅里叶变换

是［!，4］
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其中，$5+,和 $506是选定能量的上下限，这两个值的

选定必须要满足变换的精度要求，由此我们得到实

际计算傅里叶变换的另一种表达形式
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为了与经典结果比较，对方程（-）作同样的傅里叶变

换，采用旋转波近似，得到
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其中

$（-）(#
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/5+,
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是一 个 峰 值 在 - " ( 处 的 函 数，而%!
(
!"（+） "

#
$506

$5+,

%!
(
!"（$）768（+ ’$ $+）.$，’/% 是 / 在 区 间［/5+,，

/506］上的平均值 $

< $定态展开方法

我们采用 =/>> 方法［&(］进行近似处理，取一包

围椭圆区域的矩形作为势能从零到无穷大的过渡区

域，则势能 0（)）近似为

)0（)）"
( ) *"
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其中，0( 是一个足够大的常数（一般取体系本征值

最大值的 &( 倍，即 0( " &($506），区域"，#，$在图

& 中已经标出 $矩形的边长分别为 1 " ’ 和 2 " &，在

区 域#中 用 一 个 足 够 大 但 是 有 限 的 0(，因 为

1+50(+?)0（)）" 0（)），所以用（&(）式代替原来的椭

圆无限深势阱（’）是合理的 $当然波函数同样要满足

边界条件"（ )）@ )*)% " (，其中)% 是矩形的边界，作

这样的近似后对于体系有两方面的影响：

图 & "区———二维椭圆量子台球，势为零；#区———所加的矩

形和椭圆边界之间的区域，势 0(；$区———势为无穷大

&）对应的定态波函数在#区已不再为零，但是对于

$#,0(，其值非常小可以忽略；’）波函数"#（ )）可

以按定态展开

"#（)）" !
,
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,&,（)）$ （&&）

其中，&#
, 是待定展开系数，&,（ )）是相应的矩形量

子台球中的能量本征波函数

&,（)）(&,&，,’
（-，.）

" ’$1 *+, ’1 ,&( )- ’$2 *+, ’2 ,’( ). $（&’）

&,（)）是正交归一的波函数，- 和 . 是迪卡尔坐标，

, "（,&，,’）是一对正整数［&(］$

#.)&#（)）&,（)）"(,# ， （&<）

其中，(#, 是 AB2,7CD7B 符号 $ 将（&&）代入 >CEBF.+,G7B
方程（<），并用)0（ )）代替 0（ )），然后左乘&#（ )）得

到

!
,
（3#, # $(#,）&#

, " ($ （&%）

我们定义 H05+1I2,+0, 矩阵元

3#, "#.’ )&#（)）3&,（)）， （&-）
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利用 ! ! ""

" #!#（$）我们可以计算出矩阵元

!%& ! "!" &$( )’

"

# &"( )([ ]"

"%& # #% )%&，

$" & " *，$" % " + & （$’）

这里我们对矩阵采用双下标表示 & !（&$ ( $）* #
%$，% !（&" ( $）+ # %"，

)%& !#
!

)" $#%（$）#&（$）， （$*）

这个积分是对整个区域!进行 &
系统的能级 ,% 由下面的方程确定

)+, - !%& ( ,"%& - ! % & （$.）

对应的能量本征值是一些不连续的值 ,%，% ! $，"，/
⋯将这些能量本征值代入方程（$0）中，得到波函数

的待定展开系数 -%
&，于是我们就得到了系统的波函

数 &

0 1 计算结果和讨论

在计算中我们选取了以下参数：

’ ! "，( ! $，,234 ! 5%%%%%，#% ! $%,234，

（$61$）

+ ! $0/，* ! $0/， （$61"）

.$ ! ( % &5，/$ ! % &"， （$61/）

." ! % &5，/" ! % &/ & （$610）

在图 " 中，我们给出的是傅里叶变换谱中的长

度较短的一些轨道，可以看到在这个图中有一些峰，

每个峰分别对应于一条或几条经典轨道，同时还发

现量子谱并非线状，而是出现了弥散现象 &
在图中已标出量子峰位置与从 0 点到 1 点的

经典轨道长度之间的对应关系 & 考虑在椭圆势阱中

经典自由粒子从 0 到 1 所有可能的运动，它或者直

接到达 1 点，或者与椭圆的壁相碰多次后到达 1
点 &粒子在椭圆中运动时，在碰到壁之前总是沿直线

运动，与壁相碰则要满足反射定理，即碰撞前的入射

角等于碰撞后的反射角（如图 / 所示）&
表 $ 给出了一部分具体的量子峰位置和经典轨

道长度 23 的对应关系，23（ 3 ! $，"，/，⋯）表示从 0
到 1 的第 3 条经典轨道总长度 & 图 " 中的轨道"对

应于图 0 中经典的轨道 2$；#对应 2"，2/，20 和 25；

$对应 2’；%对应 2* 和 2.；&对应 26，2$%和 2$$；’
对应 2$"和 2$/；(对应 2$0；)对应 2$5和 2$’，剩余轨

道限于篇幅没有给出对应 &

图 " 量子谱函数傅里叶变换的模平方作为变量 2 的函数

图 / 粒子在椭圆量子台球中的运动

表 $ 量子峰位置与经典轨道的对应

$ " / 0 5 ’ * .

量子峰位置 %16/% $1$6% $1$6% $1$6% $1$6% $1*5% "1%’% "1%’%

经典轨道长度 $1%%5 $1$/0 $1$’’ $1"%5 $1"/5 $1."% "1%.% "1%6
$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$

6

6 $% $$ $" $/ $0 $5 $’

量子峰位置 "156% "156% "156% "1.$% "1.$% /1$’% /1*5% /1*5%

经典轨道长度 "15/0 "150$ "15’" "1.*$ "16$% /1$06 /1*.0 /1./’
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图 ! 从 ! 点到 " 点的长度较短的一部分经典轨道

本文研究了二维椭圆量子台球中的量子波函数

与经典轨道之间的对应关系，发现量子谱出现了弥

散现象，这是由于我们采用 "#$$ 时在椭圆的外面

用了一个有限的势作近似，原来的硬壁就变成了软

壁 %从量子力学的角度看，量子隧穿效应导致振幅

#$ 的衰减，而散射导致了出射波的发散；另一方面，

从经典运动角度看，当粒子与壁相碰时与壁交换能

量，粒子与边界碰撞的次数越多，则能量衰减越严

重 %以上两方面都说明，运用有限的 %& 代替刚性

壁，反射定理并不严格成立，其影响表现在压低了峰

的高度，并增大了峰的宽度，所有这些影响都产生了

弥散现象，但在可分辨的范围内不影响傅里叶量子

峰位置与经典轨道长度的对应关系 %我们可以通过

增大 %& 或定态展开基函数的数目以提高计算精

度 % "#$$ 提供了一种解决不规则量子台球问题的方

法，特别是一些没有解析本征函数和本征值的台球

体系 %预期这种方法可以用于求解体育场型体系的

混沌谱以及对它的识别，也可用于微腔中电子的输

运性质的研究中 %
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