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为解决相对转动体非线性运动微分方程的计算难题，构造了一种级数解耦方法，把微分方程转化为代数方程

求解，得到了相对转动体运动方程的级数解 *据此可以计算工程应用中稳态相对转动体的真实转速波动 *同时该法

可实现测控标定仪器的转动体匀速旋转时的不均匀性测量误差分离，也为大型复杂重型旋转轴系在线实时扭振监

测提供了高效算法 *
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’ D 引 言

E2F1>43［’ ，%］于 ’G;& 年提出了转动相对论力学

理论 * ’GG# 年，罗绍凯创建了转动相对论分析力学

理论［)—&］*近年来转动相对论在 /3FH67II 系统动力学

的基本理论及其几何理论，通用性积分复杂动力学

方程问题及其对称性理论、积分的场方法、代数结构

等领域获得了发展［#—’#］*从动力学的角度，董全林求

解了 弹 性 转 轴 任 意 两 个 横 截 面 间 转 动 动 力 学 方

程［’(］，并获得了积分解［’;］* 本文通过构造一种级数

解耦方法求解相对转动非线性运动微分方程，并获

得了级数解，这为精确计算相对转动轴的真实转速

波动提供了可行、高效的算法 *

% D 相对转动轴的速度波动分析

相对转动轴稳态运动外力的周期变化引起速度

周期波动，从而引发转动副中附加动压力及轴系的

弹性振动，速度波动过大会影响旋转轴系稳态运转 *
求解相对转动轴速度周期波动有助于精确计算作用

在相对转动轴系各轴段上的动态力 *
设弹性转轴的扭转变形角为!，则对其中的某

段轴［’"］而言有
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式中
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其中 % 是转动惯量；( 是刚度；$ 是阻尼 * 从（%）式

可以看出转速波动除依赖于系统本身的常数 %，(，

$ 外，还与时间差（ !’ C !%）和两端面的转矩差有关 *
可见在转速波动的过程中，系统表现出非平稳的特

性，转速波动相当于在一个指数曲线上叠加了一个
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正弦波信号 !依据（"）式可以讨论在各种初始条件下

的转速波动 !

!"#" ! $ !（!），" $ %&’()

当扭转角由!# 变到!" 时，角速度由"# 变为

""，若以 !$，! % 分别表示驱动力矩及阻力矩，则

!
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"$"($! &（$!($ #）（$"($!）& $"($ # ! （,）

从功能转化的角度，由（)）式可见弹性转轴的扭

转变形必然引起转速的波动，从而形成相对转动时

轴系的动载荷 !从运动学角度而言，扭矩波动源于"
波动，从动力学角度而言，"波动源于扭矩波动 ! 所

以研究相对转动系统过渡过程显得尤为重要 !
对（+）式处理，因 " 为常数，故 $" ($! & - ! 则

（+）式化为

!（"）& "（$"($ #）， （.）

当 ! & $ * %"时代入式（.）有

" &［/%（ #’ #-）( "（$ * %"-）’ $］( % ! （0）

若求解"1!关系，则把式（.）改成

! & ""（$"($!）， （2）

! &!- * " ( %｛（" ’"-）’（$ ( %）

3 45［（$ * %"）(（$ * %"-）］｝! （6）

!"!" ! $ !（"，!），" $ "（"）

这种情况是机械传动系统中常遇的情况 ! 若由

（+）式和（,）式有

! &（"" ("）（$" ($!）* ""（$"($!），

$"($! &［!（!，"）’（"" ("）（$" ($!）］( ""
& "（!，"）! （#-）

对上述微分方程采用数值近似解法其四阶龙格1 库

塔公式为

"&*# &"& *（’# * "’" * "’) * ’+）!!(.， （##）
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’) & (（!& *!!("，"& * ’"!!("），

’+ & (（!& *!!，"& * ’)!!）! （#"）

给定了"& ，!& 以后，（#-）式右边为已知值，因此可用

（#"）式依次计算各 ’ 值，代入（##）式求得"& * #，依次

类推，自! &!#，!# *!!⋯，! * )!!，计算出相应

的"#，""，⋯，") !

!"*" ! $ !（ #，"，!），" $ "（"）

由（#-）式有
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对（#)）式用四阶龙格 ’ 库塔公式求解，有

"&*# & "& *（ *# * "*" * "*) * *+）(.，

!&*# &!& *（+# * "+" * "+) * ++）(.{ ，
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式中
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+" & ,（"& * *# ("），
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++ & ,（"& * *)），

*# & ,(（ #& ，!& ，"& ），

*" & ,(（ #& *（, ("），!& *（-# ("），"& *（ *# ("）），

*) & ,(（ #& *（, ("），!& *（-" ("），"& *（ *" ("）），

*+ & ,(（ #& * ,，!& * -)，"& * *)）!
步长 , &!# 此时根据 # & #-，! &!-，" &"- 逐

步求得 # & #& 时的! &!& ，" &"& ，得出所需的运动

规律 !
上述数值分析方法，积分步长选择不当会引起

发散，导致迭代算法失败 !所以不能用于工程中相对

转动体转速波动的实时在线监测 !

) 7 相对转动轴运动学方程的级数解

由（#-）式

$"($! &［!$（"）’ ! %（!）

’""（$"（!）($!）("］(""（!），（#,）

!$ & $ * %"! （#.）

此处相对转动体的驱动力矩是角速度函数，而阻力

矩看作是角位移函数 ! 且阻力矩和转动惯量是周期

为 ""的!的函数，则它们能表示成为

" & "- *"
8

. & #
（". /9.! * " ’ . /’9.!）， （#0）

! % & !- *"
8

. & #
（ #. /9.! * ! ’ . /’9.!）， （#2）

此处 ".，" ’ .，!.，! ’ . 都为复数 ! 考虑到 "，! % 为

实数，因此有

". & " ’ .；!. & ! ’ .， （#6）
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上标“———”表示共轭复数 ! 以下各式中“"”表示实

部，“#”表示虚部，令

!" $ !"" % &!"#，#" $ #"" % &#"#， （’(）

! ) " $ !"" ) &!"#，# ) " $ #"" ) &#"#， （’*）

转动轴系稳态运转期间，角速度是!的周期函数，

周期为 ’"，可展成以下级数形式

# $ #( %!
+

" $ *
（#" ,&"! %#) " ,)&"!）， （’’）

如（’(）和（’*）式一样，有

#" $ #"" % &#"#，#) " $ #"" ) &#"# ! （’-）

把式（*.），（*/），（’’）代入（*0）式，比较各阶#""，

#"#系数，得一组代数方程以求解未知值#""，#"#，若

取 " $ (，*，’，⋯，$，则得 ’$ % * 个方程，由此计算

出#(，#*"，#*#，⋯，#""，#"# !

!"#" 相对转动轴运动学的代数方程

把（*0）式改写为

!（1#21!）$（% ) #&）2# % ’ )（#2’）（1! 21!）!
（’3）

与平均角速度相比，速度的波动较小，所以（’3）式右

第一项按级数展开
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式中
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（’3）式右端第三项也展成级数为

#
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其中：
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（’3）式左边写成级数为
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式中
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把（’0），（’/），（’5）式代入（’3）式，比较两边系数得

+( $ (( % ’ )（*( 2’），

+" $ (" )（*" 2’）! （-*）

由（’.），（’4）和（-(）式知，上式中包含#, ，!, ，#, ，

#) , ，! ) , ，# ) , 等复变量，把（’*），（’-）式代入（-*）

式，可知（-*）式是一组复变量方程 !令其两边的实部

和虚部分别相等，得下列方程
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!"$" 相对转动轴运动非线性代数方程组的解耦

至此非线性运动微分方程已经转化为代数方程

组，即（-’）式—（-3）式为#(，#*"，#*#，⋯，#$"，#$# 的

非线性方程组 !对（-’）—（-3）式用近似法求解 !
第!步忽略高阶量#( $ )（ % ) #(）2 ’ 作为机
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器平均角速度的初值；

第!步令!! " #!" $"!，且把!! " 代入（%&）

式—（%’）式得

!"""! $!
(

" # )
（!" "*!"* $ !" "+!"+）

# ,［（# , $"）-!" $ %］， （%.）

!&""! $!
(

" # )
（!&"*!"* $ !&"+!"+）

#（$&* -!"）,!" ’&+， （%/）

!! &""! $!
(

" # )
（!! &"*!"* $ !! &"+!"+）

#（$&+ -!"）$!" ’&*， （%0）

式中

!"" # ,（# , $"）-!&
" , ’!

(

" # )
［$"*!"* $ $"+!"+］-!%

"，

!" "* # , "’"+ $（&$"* -!&
"），

!" "+ # "’"* $（&$"+ -!&
"），

!&" #（$&* -!&
"）$ ’&+ $!

&,)

" # )

&
!%

"
｛,［$（&, "）*

$［$（&$ "）*］!"* $［$（&, "）+ ,［$（&$ "）+］!"+｝

$［&!&*（# , $" , $&&*）-!%
" , &!&+ $&&+ -!%

"］

$!
(

( # )
（, &-!%

"）｛［$(* $ $（&&$ (）*］!（&$ (）*

$［$(+ $ $（&&$ (）+］!（&$ (）+｝1
!&"* #［（& $ "）’（&, "）+ $（& , "）’（&$ "）+］-&

$［$（&, "）* $ $（&$ "）*］-!&
"，

（ " # )—& , )），

!&&* #（$&&* , # $ $"）-!&
"，

!&"* #［,（& $ "）’（ ", &）+ ,（ " , &）’（&$ "）+］-&

$［$（ ", &）* $ $（&$ "）*］-!&
"，

（ " # & $ )，& $ &，⋯），

!&"+ #［（& $ "）’（&, "）* $（& , "）’（&$ "）*］-&

,［$（&, "）+ , $（&$ "）+］-!&
"，

（ " # )—& , )），

!&&+ # ’" $（$&&+ -!&
"），

!&"+ #［（& $ "）’（ ", &）* $（ " , &）’（&$ "）*］-&

$［$（ ", &）+ $ $（&$ "）+］-!&
"，

（ " # & $ )，& $ &，⋯）1

!!&" #（$&+ -!&
"）, ’&* ,!

&,)

" #)
&｛［$（&, "）+

$ $（&$ "）+］!"* ,［$（&, "）* , $（&$ "）*］!"+｝-!%
"

, &［$&&+!&* $ $&&*!&+］-!%
"

$!
(

( # )
&｛［$(+ , $（&&$ (）+］!（&$ (）+

,［$(* , $（&&$ (）*］!（&$ (）+｝-!%
"，

!! &"* # ,［（& $ "）’（&, "）* $（& , "）’（&$ "）*］-&

$［$（&, "）+ $ $（&$ "）+］-!&
"，

（ " # )—& , )），

!! &&* # , ’" $（$&&+ -!&
"），

!! &"* #［（ " , &）’（&$ "）* ,（& $ "）’（ ", &）*］-&

,［$（ ", &）+ , $（&$ "）+］-!&
"，

（ " # & $ )，& $ &，⋯），

!! &"+ #［（& $ "）’（&, "）+ ,（& , "）’（&$ "）+］-&

$［$（&, "）* $ $（&$ "）*］-!&
"，

（ " # )—& , )），

!! &&+ #［$&&* , # $ $"］-!&
"，

!! &"+ #［（ " , &）’（&$ "）+ ,（& $ "）’（ ", &）+］-&

$［$（ ", &）* , $（&$ "）*］-!&
"，

（ " # & $ )，& $ &，⋯）1 （%2）

取前 ) 阶后，（%.）式—（%0）式写成矩阵形式

［*］｛!｝# ｛$｝， （%3）

其中

｛!｝#［!)*，!)+，!&*，!&+，⋯，!)*，!)+，"!］4，

［*］#

#! ))*，#! ))+，#! )&*，⋯，#! ))*，#! ))+，#! )"

#))*，#))+，#)&*，⋯，#))*，#))+，#! )"

#! &)*，#! &)+，#! &&*，⋯，#! &)*，#! &)+，#! &"

#))*，#))+，#)&*，⋯，#))*，#))+，#)"

#")*，#")+，#"&*，⋯，#")*，#")+，#



















""

，

｛$｝ [#
$)*

!"
$!" ’)*，

$)*

!"
,!" ’)+，

$&+

!"

$!" ’&*，⋯，
$)*

!"
,!" ’)+，,

# , $"

!"
, ]% 4

；

第#步将（%3）式用迭代法求解，得出未知量!"，

!)*，!)+，⋯，!)*，!)+，系 数 !&"，!! &"，!"" 为 未 知 量

!)*，⋯，!)+的函数，因此（%3）式虽表示成线性形式，

但实际上是非线性方程 1另外，虽然在矩阵［*］中对

角元素 !! ))*，!))+，!! &&*，⋯，!))+的绝对值大于其它元

素，因为这些对角元素近似等于 ’"，而在［*］中的其

它元素含有 ’)* ’)+ ⋯ ’)+，它们比 ’" 小得多，所以用

下述方法求解（%3）式 1 把由（ $" , #）- % 决定的值

!（"）
" 代入（%2）式得到 !! ))*，!))+，!! &&*，⋯，!))+ 1忽略了
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［!］中的非对角线元素并且把!（!）
! 代入｛"｝的前 "#

个元素中，易求得前 "# 个相互不耦合方程的解 #
!（!）

$% &（!（!）
! $$% ’ "$( )!（!）

! ）)%* $$%，

!（!）
#( &（!（!）

! $#( ’!#( )!（!）
! ）)%* ##( #

把这些值连同!（!）
! 代入（+,）式 # 计算出 %!!，

%! &%，%! &(，%’&%，%* ’!，%* ’&%，%* ’&(，代入（+-）式，得出第

一次近似值!（$）
$% ，⋯，!（$）

#( 和!!（!）
! ，然后得出第一次

近似值

!（$）
! & !（!）

! ’!!（!）
! #

利用这些值及（+,）式重新计算系数 %!! ⋯ %#(，代入

（+-）式求出第二次近似值!，⋯，!和!!，然后得修

正值!（"）
! ，重复这个过程，一直到（!（ ( ’ $）

! .!（ (）
! ）)

!（ (）
! 小于某一允许误差为止，这将得到了最终值

!!，!$%，!$(，⋯，!#%，!#(，则

! & !! ’!
#

’ & $
［"!’% /0(’" . "!’( (12’"］#（3!）

34 结 论

通过构造一种级数解耦方法把相对转动轴的非

线性稳态运动微分方程解耦成非线性代数方程组，

从而解得相对转动轴系真实转速波动 #代数法易于

编程，计算效率高于数值积分方法，是一种可应用于

工程实际的计算方法 #其次，作为标定设备的转速体

在匀速转动时由于本身转动不均匀性，在标定时会

影响被标定设备的标定精度 #应用本文的研究方法，

可以实现被标定设备的测量误差分离 #另外，重型复

杂机械传动系统的实时在线扭振监测，一般是监测

轴系的转速，通过转速波动反映扭振，本文方法也为

重型复杂机械传动系统实时在线扭振监测提供了一

种实用的高效算法 #
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