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变尺度概率净化法是一种混沌时间序列非线性动力学降噪方法，该方法需对整个相空间点列做联合处理，因

此算法的计算量和所需内存量会随着每个轨道点的修正参考点数和嵌入维数的增加而呈指数增长 )根据变尺度概

率净化法的特点，对前向概率和转移概率的估计方法作了一些改进，使算法的运算量减小到了原来的 $*%+ 左右，而

降噪性能并没有下降，并提出了数据较长情况下的算法实现结构，大大降低了算法运行所需内存 )
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’ * 引 言

混沌是一种非线性动力学控制的行为，表现为

对初值的敏感性［’］，但在不同初值条件下得到的混

沌信号具有相同的相空间轨道密度分布［%，#］)变尺度

概率净化法是 ?3@AB3C 和 DE3@E37B5 提出的一种混沌

时间序列降噪方法，该方法根据混沌信号相空间轨

道密度分布的不变性，在被噪声污染的混沌信号每

一个相空间重构轨道点的周围按一定尺度均匀地取

若干个点作为修正参考点，以某一干净混沌信号相

空间轨道作为参考轨道，按最大后验概率准则对被

噪声污染的混沌信号进行滤波，然后再逐渐缩小修

正参考点的尺度，依此进行多轮滤波，使净化后的混

沌信号与干净的参考信号在相空间轨道点密度分布

上趋于一致 )如果混沌系统的非线性动力学方程已

知，则可以方程的迭代时间序列作为参考信号，如果

混沌系统的非线性动力学方程未知，则可以通过其

他方式得到的干净混沌信号或经其它方法降噪后的

混沌信号作为参考信号，用于估计混沌信号相空间

轨道点之间的转移概率 )这里的“噪声”可以是一般

意义上的噪声，也可以是有规信号，对于有规信号的

分离可以看作是降噪的一种特殊情形 ) 文献［"］用

FG7>7 吸引子，H9BI3 映射，J>@B7K 吸引子三种典型的

混沌吸引子对变尺度概率净化法进行了验证，降噪

及与脉冲信号分离的效果都非常理想，该方法用于

湖底混响与目标回波信号的分离，也取得了较好的

效果［(］)
由于该方法要对整个相空间点列做联合处理，

因此运算的计算量和所需内存量会随着每个轨道点

的修正参考点数和嵌入维数的增加而呈指数增长 )
本文根据变尺度概率净化法的特点，对前向概率和

转移概率的估计方法作了一些改进，使算法的运算

量减小到原来的 $*%+ 左右，并提出了数据较长情况

下的算法实现结构，大大降低了算法运行所需内存 )

% * 变尺度概率净化法

设观测时间序列

!" L #" M!"，" L ’，⋯，$， （’）

其中 #" 是混沌动力学系统的测量波形，!" 是噪声

或其他信号 )观测时间序列经时延重构后，观测轨道

也将分为两部分，即

!% L "% M!%，% L ’，%，⋯，& ) （%）

这里，"% 是混沌时间序列 ’( 维重构相空间中的点，

有内在的确定性演化规律，!% 是噪声或其它信号在

’( 维相空间中的点，具有与 "% 不同的演化规则，&
L $ N（’( N ’）"表示全部轨道点的总数 )混沌时间
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序列的降噪或信号分离就是从观测轨道 !! 中估计

出混沌轨道 "#!，再将 "#! 还原成时间序列 "#$ !观测时

间序列、混沌时间序列和“噪声”时间序列的时延重

构轨道点集合分别记为 %&
" #｛!（ !）｝&

! # "，#&
" #｛#

（!）｝&
! $ "，!

&
" #｛!（!）｝&

! $ " !概率净化即在已知观测轨

道点集 %&
" 的情况下，按最大后验概率原理，构造关

于 #&
" 的最佳估计!&

" ，即净化轨道 !

"&
" # ｛"（!）｝&

! # " # %&’(%)
#&"

｛’（#&
" * %&

" ）｝，（+）

式中，

’（#&
" * %&

" ）#
’（#&

" ，%&
" ）

’（%&
" ）

（,）

是 &() 维联合条件概率 ! 通常可以合理地假设“噪

声”!! 是有界的，且 ’（!! ）已知或假设为最不利的

均匀分布 !在此条件下，在 &() 维空间的有限区域

搜索 #&
" ，使 ’（#&

" ，%&
" ）最大的计算量是巨大的，必须

利用 #&
" 中动力学轨道点之间内在的联系，优化算

法 !由于混沌信号相空间轨道点 #（ !）与 #（ ! $ "）

之间存在某种确定性的迭代关系 *，#（!）# *（#（ !
$ "）），于是可将 & 个 () 维矢量｛#（ !）* &! # "｝的同时

搜索转换成逐次对单个 () 维矢量 #（!）的搜索 !即

’（#!
"，%!

"）

# ’（%!
" * #!

"）’（#!
"）

# ’（!（!）* #（!））’（%!$"
" * #!$"

" ）
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" ）

# ’（!（!）* #（!））·’（#（!）* #（! $ "））

- ’（#!$"
" ，%!$"

" ），! # .，⋯，& ! （/）

记 ’*（#（!））"(%)
#! $ "
"

｛’（ #（ !）* #（ ! $ "））’（ #! $ "
" ，

%! $ "
" ）｝，表示动力学轨道 ! 时刻的最佳前向概率，

则

’*（#（!））

# (%)
#!$""

｛’（#（!）* #（! $ "））’（#!$"" ，%!$"
" ）｝

# (%)
#!$""

｛’（#（!）* #（! $ "））’（!（! $ "）* #（! $ "））

- ’（#（! $ "）* #（! $ .））’（#!$." ，%!$.
" ）｝

# (%)
#（!$"）

｛’（#（!）* #（! $ "））’（!（! $ "）* #（! $ "））

- ’*（#（! $ "））｝! （0）

（/）式是联合概率密度的降维递推式 !其中 ’（#（ !）

* #（! $ "））为混沌轨道点之间的转移概率，可以根

据具有相同轨道密度分布的参考轨道，通过基于核

函数的密度估计法［,］来估计 !（0）式是最佳前向概率

的递推式，根据该式可以按时间顺序逐步递推得到

每个时刻修正参考点的最佳前向概率 !
根据（/）式和（0）式，高维的联合最优问题通过

递推转化成了一个低维的逐点局部最优问题 ! 理论

上，每个时刻修正参考点的搜索空间是连续的，但目

前还没有找到一个合适的方法来解决这样一个连续

空间的最优化问题 !文献［,］介绍了一种离散修正方

法 !这种修正方法首先以每个观测轨道点 !!，! # "，

⋯，& 为中心建立若干个修正参考点，假设为 #（ !，

+），+ # "，⋯，,，然后从轨道始端到末端按下式递推

地计算各修正参考点的最佳前向概率，并且记下各

修正参考点的连接序号组合（ !，+，+1）形成“连接

图”!
’*（#（!，+））

# (%)
#（ !$"，+1 ）

｛’（#（!，+）* #（! $ "，+1））

- ’（!（! $ "）* #（! $ "，+1））’*（#（! $ "，+1））｝，

+，+1 # "，⋯，,；! # .，⋯，& ! （2）

当所有轨道点的各修正参考点最佳前向概率估计出

来之后，按最大后验概率估计最后一个轨道点的最

佳修正参考点

"#（&）# %&’ (%)
#（&，+）
"# +#,

｛’（!（&）* #（&，+））

- ’*（#（&，+））｝! （3）

根据建立的“连接图”可依次将 ! # & $ "，⋯，" 时的

最佳修正参考点检索出来 !
当一轮搜索完毕之后，缩小修正参考点的尺度，

再进行下一轮修正，直至估计轨道收敛到真实的混

沌轨道 !后向搜索与前向搜索的递推和修正方向正

好相反，前后向搜索同时进行前向和后向搜索，具体

内容可参考文献［,］!

+ 4 算法的优化实现

文献［,］给出了变尺度概率净化法的基本原理

和实现方法，但算法的计算量和所需内存都很大，下

面根据算法的特点提出几点优化措施 !

!"#" 前向概率的递推估计

变尺度概率净化法的前向搜索需要计算每一时

刻的 , 个最佳前向概率 ’*（#（ !，+））!根据（2）式，

该最佳前向概率的搜索域是前一时刻的 , 个修正

参考点，因此它需要首先计算 , 个概率

’（!，+，+1）# ’（#（!，+）* #（! $ "，+1））
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! !（!（" " #）$ "（" " #，#%））

! !$（"（" " #，#%））& （’）

对于长度为 % 的轨道点列，所有最佳前向概率需要

计算（% " #）&( 次 !（ "，#，#%）而得到 & 如果没有关

于噪声的足够先验知识，则假定噪声重构轨道点集

的概率分布为最不利的均匀分布，!（!（" " #）$ "（"
" #，#%））为常数，因此略去该概率的计算 & 于是（’）

式简化为

!（"，#，#%）) !（"（"，#）$ "（" " #，#%））

! !$（"（" " #，#%））& （#*）

最佳前向概率简化为

!$（"（"，#））) +,-
"（ ""#，#%）

｛!（"（"，#）$ "（" " #，#%））

! !$（"（" " #，#%））｝，

#，#% ) #，⋯，&；" ) (，⋯，% & （##）

从（#*）式来看，概率 !（ "，#，#%）的计算主要是转移

概率 !（"（"，#）$ "（ " " #，#%））的计算 & 估计该转移

概率的运算量较大，其估计方法在下一节叙述 &为了

改善算法的分离效果，可以增大每个轨道点的修正

参考点数 & & 但最佳前向概率的计算量会随着 &
的增大呈指数增长 &

根据（##）式，在 " " # 时 刻 的 各 修 正 参 考 点

"（" " #，#%）转移到 "（ "，#）的概率 !（"（ "，#）$ "（ "
" #，#%））相差不是太大的情况下，如果 " " # 时刻的

各修正参考点前向概率 !$（ "（ " " #，#%））较小，可

以略去 " " # 时刻前向概率 !$（"（ " " #，#%））较小

的修正参考点转移到 "（"，#）的转移概率估计，即如

果 !$（"（" " #，#%））. ’，则略去 !（"（"，#）$ "（ " "
#，#%））的估计 & 其中 ’ 为一概率门限，* . ’ . #，要

根据每个时刻修正参考点数 & 来确定 &

!"#" 转移概率的估计

（#*）式中的转移概率为

!（"（"，#）$ "（" " #，#%））

) !（"（"，#），"（" " #，#%））
!（"（" " #，#%））

& （#(）

概率密度 !（"（ " " #，#%））可在参考序列的 ()
维重构相空间中用核函数密度估计法［/］得到，而点

"（"，#）和点 "（ " " #，#%）的联合概率 !（"（ "，#），"
（" " #，#%））可在参考序列某个维度的重构相空间中

用核函数密度法估计得到，该维数 *) 与时间序列

的嵌入维数 () 和嵌入时延!有关 &这里的核函数密

度估计法核心思想如下：假设相空间点 !（ "）的 +
个近邻点为 #（ #），# ) #，(，⋯，+，核函数密度估计法

估计点 !（"）的密度

"（!（"））!
#
+"

#

# ) #
,（#（ #）" !（"）），

其中核函数一般取为指数函数，

,（$，%）) 0-1 " $ $ " % $ (( )#
，

参数#需根据噪声的均方根值来确定 &
假设某一段时间序列为｛-.；. ) #，(，2，⋯｝，嵌

入维数为 () ) 2&当时间序列的嵌入时延!) # 时，

重构点列为｛（-"，-" 3 #，-" 3 (）；" ) #，(，2，⋯｝&如果 "
" # 时刻修正轨道点坐标为 "（ " " #，#）)（ -% " " #，

-% "，-% " 3 #），" 时刻修正轨道点坐标应为 "（ "，#）)
（-% "，-% " 3 #，-% " 3 (），前点的后两维坐标与后点的前两

维坐标一致，则称这两点符合轨道点转移要求 &其联

合概率 !（ "（ "，#），"（ " " #，#%））) !（（ -% " " #，-% "，

-% " 3 #，-% " 3 (）），可在参考序列的 / 维重构相空间中

用核函数密度法估计得到，*) ) () 3 #&如果前后两

个修正轨道点不符合轨道点转移要求，则视这两点

的联合概率为 * &
当时间序列的嵌入时延! ) ( 时，重构点列为

｛（-"，-" 3 (，-" 3 /）；" ) #，(，2，⋯｝，前后两点的坐标没

有重叠部分，前后两修正轨道点的联合概率 !（ "
（"，#），"（ " " #，#%））) !（（ -% " " #，-% "，-% " 3 #，-% " 3 (，

-% " 3 2，-% " 3 /）），可在参考序列的 4 维重构空间中用

核函数密度法估计得到，*) ) ( ! () &
当时间序列的嵌入时延! ) 2 时，重构点列为

｛（-"，-- 3 2，-" 3 4）；" ) #，(，2，⋯｝，前后两修正轨道点

的联合概率 !（"（ "，#），"（ " " #，#%））) !（（ -% " " #，

-% "，-% " 3 (，-% " 3 2，-% " 3 5，-% " 3 4 ）），可在参考序列的 4
维 重 构 空 间 中 用 核 函 数 密 度 法 估 计 得 到，即

*) ) ( ! () &但是，4 维重构相空间中的点的坐标应

为（-" " #，-"，-" 3 (，-" 3 2，-" 3 5，-" 3 4）&
当时间序列的嵌入时延! 6 2 时，前后两修正

轨道点的联合概率估计与! ) 2 时类似 & 当嵌入维

不等于 2 时，可类似地确定维数 *) &用核函数密度

估计法来估计 *) 维相空间中的轨道密度，*) 越

小，计算量越小 &由上述分析可知，当时延!) # 时，

*) 比较小，估计联合概率 !（"（ "，#），"（ " " #，#%））

的计算量相应较小，算法的运行效率可以提高 &

!"!" 长时间序列概率净化的分段实现

下面以算法的前向搜索为例，分析算法所需内存
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大小与时间序列长度、离散划分数以及嵌入维数的关

系 !假设每个时刻轨道点在每个维度上的离散划分数

为 !，则每个时刻离散修正轨道点数 " " !#$ !
对于长度为 % 的轨道点列，算法运行需存储的

最佳前向概率值有 %" 个，序号有 "（% # $）个 !如
果存储 $ 个概率值需 % 个字节，存储 $ 个序号需 $
个字节，忽略算法正常运行所需的其它内存，则所需

内存峰值约为 & " %%" &（% # $）" " !#$（’% # $）

个字节，与轨道点列长度 % 呈线性关系，与离散划

分数 ! 和嵌入维数 #$ 呈指数关系 ! 表 $ 是长度为

$(((( 的轨道点列概率净化在不同离散划分数和嵌

入维数下所需内存大小 !

表 $ 算法所需内存大小

所需内

存大小

嵌入维

) * +

划分数
) ,-). /-’. ,$-(.

+ $(-0. +)-/. ,/%-,.

从表 $ 可以清楚地看到，在离散划分数 ! 和嵌

入维数 #$ 较大情况下，算法所需内存将非常大 !因
此对于长时间序列的降噪，在离散划分数 ! 和嵌入

维数 #$ 取定的情况下，必须将轨道点列的修正分段

处理，将每段轨道点列的长度 %1设定在较小的范围

内，使算法运行所需内存大小控制在正常运行的范

围内 !但每段轨道点列的长度 %1不能太小，否则（)）

式中段内轨道点联合条件概率的意义将淡化 !相邻

段之间有一个轨道点重合，这样后一段起始点各修

正参考点的最佳前向概率就是前一段结束点相应修

正参考点的最佳前向概率 !按时间顺序分段修正完

所有轨道点之后，再将整个修正轨道还原成时间序

列 !

* - 实验验证

!"#" 优化算法与原算法性能比较

为了检验变尺度概率净化快速算法的有效性，

本文给出 23454 映像的时间序列降噪优化算法与原

算法处理时间的对比 !
23454 映像方程为

’(&$ " $ # )’,( & *(，

*(&$ " +’({ ，
（$)）

其中 ) " $! *，+ " (! ) ! 初始值 ’( " (-+，*( " (-+ !做

+((( 次迭代，舍弃前 *((( 次迭代值，保留 ’( 最后

$((( 次迭代值作为时间序列 ,（ (）! 然后在时间序

列 ,（(）中加入高斯白噪声，得到信噪比为 $/67 的

混沌时间序列 ,1（ (）! 另设初始值 ’( " (-*+，*( "
(-++，做 $*((( 次迭代，同样舍弃前 *((( 次迭代值，

保留 ’( 最后 $(((( 次的迭代值作为参考信号 !算法

主要参数如下：嵌入维 #$ " *，时延!" $!原算法 )(
轮降噪后的信噪比为 ,%-)$%67，主频为 ,-*829 的

:;4<=>? * 处理器耗时约 $(?=4 ,@，而优化算法 )( 轮

降噪后的信噪比为 ,%-))067，相同处理器耗时约

,?=4 *)@，约原算法的 (-,0 !图 $ 表示 23454 吸引子

时间序列降噪前后二维重构相图的变化 !从图中可

以看 出，与 干 净 的 23454 吸 引 子 相 比，净 化 后 的

23454 吸引子基本上恢复了它的相空间结构 !

图 $ 23454 吸引子时间序列二维重构相图 （A）受噪声污染的 23454 吸引子；（B）干净的 23454 吸引子；（C）净化后的 23454 吸引子
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!"#" 算法分段实现结构性能分析

取与 !"# 节中相同信噪比的 $%&’& 混沌时间序

列 (算法主要参数如下：嵌入维 !" ) !，时延! ) #(
表 * 是在段长度 #+ 取不同值时，优化算法对 $%&’&
混沌时间序列降噪后的信噪比 (

从表中可以看出，在段长度 #+!,- 的情况下，

算法降噪性能并没有大的变化 (由于算法所需内存

与段长度呈线性关系，在段长度 #+ 取为 ,- 时算法

所需内存，约为不分段算法（相当于段长度 #+ 取为

#---）所需内存的 ,. (

表 * $%&’& 混沌时间序列经分段实现算法降噪后的信噪比

段长度 #+ #- *- !- ,- /-
信噪比012 *,"/3! *4"#56 *4"/3! */"!*3 */"554
段长度 #+ #-- *-- !-- #---
信噪比012 */"5** */"!!5 */"5!4 */"554

3 " 结 论

变尺度概率净化法是一种混沌时间序列非线性

降噪方法，该方法根据混沌信号相空间轨道点密度

分布的不变性，以干净混沌信号相空间的局部概率

密度为参考，按最大后验概率准则对被噪声污染的

混沌信号进行滤波，降噪效果比较好 (但该方法的计

算量和所需内存量会随着每个轨道点的修正参考点

数和嵌入维数的增加而呈指数增长 (本文根据变尺

度概率净化法的特点，对前向概率和转移概率的估

计方法作了一些改进，使算法的运算量减小到原来

的 -"*4 左右，并提出了数据较长情况下的算法实现

结构，从而大大降低了算法运行所需内存 (

［#］ 78& 9 : 8&1 ;<8’ ; : *--5 $%&’ ()*+ ( ,-. ( $# #-/3［甘建超、肖

先赐 *--5 物理学报 $# #-/3］

［*］ =>?@8&& 9 A 8&1 BCDEED F #6/3 /01 ( 23! ( ()*+ ( $% ,#4
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