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讨论圆截面弹性细杆在黏性介质中的平面振动 ) 基于 *+,-../00 理论，以杆中心线的 1,2324 坐标系为参考系，建

立其动力学方程，杆中心线为任意平面曲线时，其扭转振动与弯曲振动解耦 ) 讨论两端固定条件下任意形状杆的

平面扭转振动，以及无扭转的轴向受压直杆和圆环杆的平面弯曲振动，导出其自由振动频率和阻尼系数 ) 证明空

间域内压杆的 567893/: 稳定性和欧拉稳定性条件为时域内渐近稳定性的充分必要条件，或无阻尼压杆的稳定性必

要条件 ) 圆环杆平衡恒满足渐近稳定性条件 )
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& D 引 言

弹性细杆力学问题的研究由于其分子生物学背

景而重新引起重视［&］) 基于 *+,-../00 动力学比拟的

弹性杆静力学理论已充分发展，动力学问题成为新

的研究热点［"—<］) 以 ;EF 为背景研究弹性杆的运动

时必须考虑黏性介质的存在［G—&#］) 本文以杆中心线

的 1,2324 坐标系为参考系，建立黏性介质中圆截面

弹性杆平面运动的动力学方程 ) 中心线为任意平面

曲线时，其扭转振动与弯曲振动解耦 ) 讨论黏性介

质中两端固定条件下任意形状圆截面杆的平面扭转

振动，以及无扭转的轴向受压直杆和圆环杆的平面

弯曲振动，导出其自由振动频率和阻尼系数 ) 证明

空间域内压杆的 567893/: 稳定性和欧拉稳定性条

件为时域内渐近稳定性的充分必要条件，或无阻尼

压杆的稳定性必要条件 ) 圆环杆平衡恒满足渐近稳

定性条件 )

" D 运动学方程

讨论圆截面弹性杆在黏性介质中的运动 ) 满足

*+,-../00 动力学比拟的以下限制条件：杆截面为与

中心线正交的刚性平面，杆的长度和曲率半径远大

于截面尺度，无原始曲率和扭率，杆为均匀各向同

性，满足线性本构关系，忽略体积力 ) 沿杆截面几何

中心连成的中心线 ! 以端点 "# 为原点建立弧坐标

#，以确定中心线上任意点 " 的位置 ) 以 " 为原

点，建立曲线的 1,2324 坐标系（">$%&）和截面的主

轴坐标系（">’()），其中 & 轴为曲线 ! 的切线轴，与

) 轴重合，$ 轴和 % 轴分别为曲线 ! 的法线轴和副

法线轴 ) 截面相对 1,2324 坐标系的扭角，即 ’ 轴与

$ 轴，( 轴与 % 轴的夹角为!) 设!1 和"1 分别为

1,2324 坐标系的无限小角位移对弧坐标或时间的变

化率，!$ 为切线轴基矢量，定义杆的弯扭度! H!1

I（!! J!#）!$，截面角速度" H"1 I（!! J!*）!$ )
圆截面杆的 1,2324 坐标系（">$%&）为截面的主轴坐

标系 ) 以（">$%&）为参考系，!1 与"1 之间，" 点

的速度 " 与切线轴基矢量 !$ 之间有以下运动学

关系［’］：

!
K
!1

!* H !
K
"1

!# I!1 L"1， （&）

!
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!# I!1 L " H " L !$， （"）

其中波浪号为相对（">$%&）的局部导数 )
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!" 黏性介质中圆截面 杆 的 的 动 力 学

方程

利用动量定理和对质心的动量矩定理，列写 !
点处的杆微元体的动力学方程［#］，得到

!
$!
!" %!& ’ ! % " (!#

!
$#
!$ %"& ’( )# ) *，（!）

!
$$
!" %!& ’ $ % %! ’ ! % &

( !
$

!$（’·"）("& ’（’·"）) *， （+）

其中 !，$ 为截面内力的主矢和主矩，!，#，’ 为杆

的密度、截面积和单位长度的惯量张量，" 和& 为单

位长度介质的黏性阻力和阻力矩 , 以下标 -，.，! 表

示 !，$，!&，"&，#，"，& 等矢量在（!/%&’）中的投

影以及张量 ’ 的对角线元素，其中"&- ) *，"&.，"&!

分别为杆的曲率#和挠率$，"! )$%!%0!" 为杆的

扭率 , 主矩与曲率和扭率之间满足线性本构关系

(- ) *，(. ) )#，(! ) *"!， （#）

其中 ) ) +,，* ) -,* 为杆的抗弯和抗扭刚度，+，-
分别为杆的杨氏模量和剪切模量，,，,* 为截面的惯

性矩和极惯性矩，且有 .- ) .. )!,，.! )!,* , 杆作

缓慢运动时，黏性阻力 " 和黏性阻力矩 & 按以下公

式计算：

" ) ( /- 0- ( /! 0!，& ) ( /*"!， （1）

其中 0-，0! 分别为 ! 点的速度 0 沿截面径向及中心

线切向的速度分量，"! 为杆的切向角速度，/-，/!
为径向和切向介质阻力系数，/* 为介质阻尼力矩系

数 , 杆长 1 远大于截面半径 2 时，各阻尼系数的近

似计算公式为［-*，--］

/- ! ./! ! +"& 2 34（1 02）， /* ! +"&2
.，（5）

其中 1，2 为杆的长度和截面半径，&为介质黏度 ,
（1）式在（!/%&’）中的投影为

3- ) ( /- 0-，3. ) ( /- 0.，3! ) ( /! 0!，

4- ) 4. ) *，4! ) ( /*’! , （6）

将（#），（6）式代入矢量方程（-）至（+）在（!/%&’）中

的投影式，得到黏性介质中圆截面杆的动力学方程

组，可确定 -. 个未知变量 56 ，06（ 6 ) -，.，!），#，$，

%，’-，’.，’&! ,
设圆截面杆的中心线为任意平面曲线，且保持

在（(，)）平面内运动 , 杆的副法线轴 & 与运动平面

图 - 弹性杆平面运动的参考坐标系

的法线轴#平行，&78489 坐标系绕法线轴和切线轴

无转动（图 -）, 以杆的切线轴 ’ 相对)轴的倾角*
和相对扭角%确定截面的姿态，则有
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导出除恒等式以外的圆截面杆在黏性介质中的平面

运动方程组

!0-
!" % 0!!*!" (!*!$ ) *， （-*;）

!0!
!" ( 0-!*!" ) *， （-*<）

!5-

!" % 5!
!*
!" (!#

!0-
!$ % 0!!*!( )$ ( /- 0-

) *， （-*=）

!5.

!" ) *， （-*>）

!5!

!" ( 5-
!*
!" (!#

!0!
!$ ( 0-!*!( )$ ( /! 0!

) *， （-*8）

*!*
!"
!%
!" ( .!

!*
!$
!%
!$ ( 5. ) *， （-*?）

)!
.*
!". ( .-

!.*
!$. % 5- ) *， （-*@）

*
!.
%
!$. ( /*

!.
%
!". ) * , （-*A）

*::+ 物 理 学 报 #+ 卷



!" 黏性介质中圆截面杆的扭转振动

上节中解耦的方程（#$%）可独立确定杆的扭转

振动 & 设杆的长度为 !，两端 "$ 和 "! 固定，边界条

件为

!（$，#）’ $， !（!，#）’ $，

"(（$，#）’ "(（!，#）’ $， （##）

解出

!（ $，#）’ !
)

% ’ #
!%$ *+,&%$-./（0#%#）， （#1）

扭角相对弧坐标的的第 % 次谐波以阻尼系数#% 作

衰减自由振动，其中

&% ’ 1%!
! ，#%

!!1 %1 ’
!1 ($

（% ’ #，1，⋯），（#(）

!%$为扭角!（ $，#）相对弧坐标的第 % 次谐波振幅 &

2 " 黏性介质中圆截面直杆的弯曲振动

忽略扭角对弯曲振动的影响，令!（ $，#）"$，从

方程（#$3）导出 )1 ’ $& 讨论两端固定沿$轴的直杆

在轴向压力 )$ 作用下的弯曲振动，以杆的切线轴相

对$轴的倾角%及笛卡尔坐标&，$为广义坐标，令

*# ’ "&"#， *( ’ "$"# ， （#!）

代入方程组（#$），得到
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此方程组存在与直杆平衡对应的以下特解：

% ’ $，& ’ $，$ ’ $，
)# ’ $， )( ’ )$ & （#9）

设轴向力为压力，令 )$ ’ 0 : )$ :，定义以下无量纲

弧坐标 $—和时间坐标 #—，无量纲参数(，阻尼力系数

(—#，(—( 及无量纲扰动量 ./（ / ’ #，⋯，2）：

$— ’
: )$ :
# , $， #— ’

: )$ :

’# +,
#，

) ’
: )$ :
0+ ， (— / ’ ,

’#+
(/

: )$ : （ / ’ #，(），

.# ’
: )$ :
# , &， .1 ’

: )$ :
# , $ 0 $—
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: )$ : ， .2 ’
)(

: )$ : 4 # & （#;）

以撇号和点号表示对无量纲弧坐标 $—和对时间 #—的

偏导数，导出线性化扰动方程

.·<# 0 .·( ’ $， （#=5）

.·<1 ’ $， （#=6）

.> # 4 (—# .·# 4 .<( 0 .<! ’ $， （#=7）

.·1 4 (—( .·1 0 .<2 ’ $， （#=8）

.?( 0).> ( 4 .! ’ $ & （#=-）
利用以下指数形式特解：

./（ $，#）’ ./$ -./（*$— 4 1#—）

（ / ’ #，⋯，2）， （#@）

代入方程组（#=）后，导出的特征方程包含 1 个待定

参数*，1 & 已经证明，轴向受压直杆恒满足静态

AB5/C,DE 稳定性条件［#1］，空间域特征值*为纯虚根

*’ F +&— & &—为扰动解相对弧坐标周期变化的无量

纲角频率，可由端部的几何约束条件确定 & 由于压

杆两端约束状况与载荷完全对称，要求受扰挠性线

亦对称，扰动量的边界值应满足

.2（$!，#）’ .2（$，#）（ 2 ’ #，1，⋯，2），（1$）

其中$! ’ ! : )$ : G# ,为无量纲杆长 & 则参数 &—应满

足附加条件 &—$! ’ 1%!，整数 % 为受扰挠性线的谐波

数 & 导出

&— ’ &%
,

: )$# : ， &% ’ 1%!
! （% ’ #，1，⋯），

（1#）

则方程组（#=）的特征方程中仅含待定的时域特征

值 1，

11（11 4 31 4 4）’ $， （11）

其中

3 ’
(—#

# 4)&
—1

， 4 ’ &—1（&—1 0 #）

# 4)&
—1

， （1(）

&—1 H # 条件满足时，3，4 均为正实数，直杆平衡在

时域内为渐近稳定 & 此条件与压杆的欧拉稳定性条

件等价：

: )$ : I %1!1 05
（! G1）1 % !1 05

（! G1）1 ， （1!）
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从而证明，空间域内压杆的 !"#$%&’( 稳定性和欧拉

稳定性条件为时域内黏性介质中压杆渐近稳定性充

分必要条件 ) 满足此条件时压杆的受扰运动为衰减

弯曲振动：

!"（ #，$）*!
+

% * ,
（!"-）% ./&&%#./&’%$01$（2!%$）

（ " * ,，3，⋯，4）， （34）

其中（!"-）% 为扰动 !"（ #，$）（ " * ,，3，⋯，4）相对弧坐

标的第 % 次谐波振幅，相应的第 % 次固有频率"% 为

"% *（"3
%- 2!3

% ）, 5 3， （36）

其中"%- 为 无 阻 尼 固 有 频 率，!% 为 弯 曲 振 动 阻 尼

系数，

"%- * 3%!( )(
3 )*
#"+ , 2

7 ,- 7 (3

8%3!3( ))*

,93

: , ;
8%3!3 -,

#+(
( )3

2,93

，

!% *
.,
3#+

, ;
8%3!3 -,

#+(
( )3

2,

（% * ,，3，⋯）) （3<）

对于 / * - 的特例，&—3 = , 为时域特征值的纯虚根条

件，即无阻尼压杆在时域内的稳定性必要条件 )

6 > 黏性介质中圆截面 圆 环 杆 的 弯 曲

振动

讨论圆截面圆环杆的弯曲振动时，改用极坐标

0，$为广义坐标，令

’, * 2"0
"$， ’? * 0"$

"$ ， （3@）

代入方程组（,-），得到

"3 0
"#"$ 2 0"%
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3$
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0
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3$
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"$ ;"$"( )[ ]$

2 .? 0"$"$ * -， （3AD）

1"
3%
"#3 2 -,

"3%
"$3 ; ,, * - ) （3A0）

此方程组存在与圆环杆平衡对应的以下特解：

% *$ * #
2 ， 0 * 2， ,, * ,? * -，（?-）

其中 2 为圆环杆的半径 ) 重新定义无量纲弧坐标 #—

和时间坐标 $—，无量纲参数&，.— " ，以及无量纲扰动

量 !"（ " * ,，⋯，4）如下：

#— * #
2 ， $— * 1

#"+
$
23 ，

& *
-,

#+2
3 ， .— " *

23 ."
#" +1

（ " * ,，?），

!, * 0
2 2 ,， !3 *$ 2 #—， !? *% 2 #—，

!8 * 23

1 ,% ， !4 * 23

1 ,? ) （?,）

导出圆环杆的扰动方程

!·E, 2 !·3 ; !·? * -， （?3#）

!·, ; !·E3 * -， （?3B）

!F , ; .—, !·, ; !E8 ; !4 * -， （?3C）

!F 3 ; .—? !·3 ; !8 2 !E4 * -， （?3D）

!G? 2’!F ? ; !8 * - ) （?30）

利用指数形式特解（,A），重复上节计算 ) 圆环杆的

封闭性要求杆两端的扰动量满足边界条件（3-），将

( * 3!2 代入（3,）式后导出

&— * 2&% ， &% * %
2 （% * ,，3，⋯）) （??）

导出与（33）式相同形式的时域特征方程，参数 /，3
重新定义为

/ *
.—, %3 ; .—?

%3 ; , ;&（%3 2 ,）3 ，

3 * %3（%3 2 ,）3

%3 ; , ;&（%3 2 ,）3 ， （?8）

参数 /，3 均为正实数，表明圆环杆平衡恒满足渐近

稳定性条件 ) 其受扰运动与（34）式形式相同，空间

域角频率 &—和时域固有频率"% 由（??），（36）式确

定，其中无阻尼固有频率"%- 和弯曲振动阻尼系数

!% 改为

"%- * %（%3 2 ,）

23 %3 ;" ,
)*
#"+ , ;

-,（%3 2 ,）3

#+2
3（%3 ; ,[ ]

）

2,93

，

!% *
（ .? ; ., %3）23

3#+2
3（%3 ; ,）

, ;
-,（%3 2 ,）3

#+2
3（%3 ; ,[ ]

）

2,

，

（% * ,，3，⋯）) （?4）

与通常使用的梁和圆环的横向振动固有频率公式比

较，基于 H/ICJJ’KK 理论导出的弯曲振动频率公式

（3<），（?4）考虑了轴向力和截面转动惯性效应的

影响 )
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!" 结 论

圆截面弹性细杆在黏性介质中作平面运动时，

其扭转振动与弯曲振动解耦 # 杆的扭转振动为衰减

非周期运动 # 在无扭转条件下端部固定的轴向受压

直杆和圆环杆作衰减弯曲振动 # 导出的扭转振动和

弯曲振动的自由振动频率和阻尼系数中考虑了轴向

力和截面惯性效应的影响 # 证明了压杆在空间域内

的 $%&’()*+ 稳定性和欧拉稳定性条件为时域内渐

近稳定性的充分必要条件，或无阻尼压杆的稳定性

必要条件 # 圆环杆平衡恒满足渐近稳定性条件 #
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LD5)./.）［刘延柱、薛 纭、陈立群 =FFH 物理学报 $& =H=H］

［>］ J(. K，LD.) $ M &)7 $5( K N =FFH 5/*0 "#$% # 6)7 # $& HF=;（5)

LD5)./.）［薛 纭、陈立群、刘延柱 =FFH 物理学报 $& HF=;］

［!］ $5( K N &)7 J(. K =FF< &#)7’%’ 8.0*’+1$ ,9 :’/#07)/% #% ,（ 5)

LD5)./.）［刘延柱、薛 纭 =FF< 力学季刊 #% ,］
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