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通过自洽迭代求解 )*+,+-- 方程，得到了氦原子 (.!/ 组态下的严格数值解波函数，以此构造 "# 耦合谱项（支

项）波函数作为基矢 0采用线性变分法，同时考虑交换作用和 1+-2,31-,4- 近似下的磁相互作用项，计算了氦 5678-+9
态 (#:—(#; 系列能级的磁精细结构，计算结果很好地符合已有的实验值 0对计算方法的进一步改进提出了设想和

讨论 0
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( B 引 言

氦原子是最简单的多电子体系，是检验量子力

学及其处理多体问题的理论方法的理想场所 0尤其

是氦原子激发态的精细结构，更是许多实验和理论

工作者研究的热点［(］0
实验方面，C2A9 等人［"—’］采 用 微 波 光 学 技 术

（=2?+DE*F-3DG,2?*/ ,-?4A2H@-）对氦 5678-+9 态的精细

结构作了比较精确的测量 0 后来，IDJ 和 K@A7--A,［&］

采用快原子束（ L*., *,D=2?. 8-*=.）结合微波光学技

术，得到了更精确的测量值 0 M*/L+-6 和 K@A7--A［N］又

改进了这项技术，测量得到了氦原子高 5678-+9 态

! O (#，" O ’，&，N 和 % 之间的能级间隔 0这个测量结

果的一个重要意义是能够结合理论计算，探测研究

长程电磁相互作用，即 I*.2=2+ 效应 0采用类似的测

量技术，K@A7--A 等人［%—((］又得到了一系列不断改进

的测量结果，为理论研究提供了很好的依据 0此外，

值得提及的实验方法还有反交叉（*A,2?+D..2A9.）技

术［("］，主要用于测量了氦原子(P—$P 之间的能级间

隔［($—(&］0
1-,4- 和 Q*/G-,-+ 的 经 典 著 作［(N］给 出 了 1+-2,3

M*@/2 近似下的各相对论作用项，使我们能够利用非

相对论形式的波函数计算相对论效应 0最早的基于

一级微扰的双电子原子的精细结构计算方法是由

R+*J2［(%］提出，后又经 M*+2.4 和 ;2+-.［(S］进行了扩充和

完善 0在此基础上，IDJ 和 K@A7--A［(T］进一步给出了

相 当 于 推 广 的 绝 热 近 似（ -U,-A7-7 *72*8*,2?
*GG+DU2=*,2DA）的 微 扰 算 式 0 I4*A9 和 MD-［"#，"(］利 用

1+@-?JA-+3:D/7.,DA-（1:）多体微扰理论方法，计算了

氦原子及其等电子系列 P 态和 V 态的精细结构 0从
这里的计算可以看到，只考虑到二级微扰的计算结

果往往是不够精确的 0为了克服这一问题，I4*A9［""］

又给出了将微扰论与组态相互作用相结合的计算方

法 0其中用到了有限的 1 样条基矢组以构成所得到

的准完备系，这对于多体微扰或者组态相互作用计

算都是非常有利的 0
对于氦原子这样相对简单的量子力学体系，又

可以 采 用 变 分 法 来 进 行 计 算 0 较 早 期 的 变 分 计

算［"$，"’］只涉及较低（对于主量子数 ! 和角量子数 "
都是如此）的激发态 0由于收敛比较困难，通常认为

变分法不太适用于较高的激发态，但是通过仔细选

择变分函数，可以提高收敛的速度，并且可以得到相

当精确的计算结果［"&，"N］0对于越是高的激发态，基于

原子 实 极 化（ ?D+-3GD/*+2W*,2DA）模 型 的 渐 进 展 开

（*.6=G,D,2? -UG*A.2DA）方法［"%—"T］就越加精确 0但这里

的问题是完全忽略了电子间的交换作用 0传统的变

分法多采用 )6//-+**. 型基函数及其改进型，展开项

中明显包含了不同组态波函数的成分［$#，$(］，所以一

般 都 能 够 得 到 很 好 的 计 算 结 果，其 中 尤 以
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!"#$%［&’—&&］的工作最为细致、准确 (近年来的有关变

分法的工作多集中在氦 )*+,%"- 态电精细结构的精

确计算，重点在于研究高阶相对论效应和量子电动

力学（./!）效应［&0—&1］等 ( 此外，有关研究工作还包

括，利用变分法和组态相互作用（23）方法，计算了氦

原子 )*+,%"- 系列能级的精细结构［&4］，以及用类似

方法计算较复杂的电子体系等［05，0’］(
本文采用改进的 678%"9: 格式［0;，0&］，用数值方

法通过自洽迭代求解 <#"="%% 方程，得到 ’>! ? 组态下

的单态波函数，以此构造 "# 谱项的支项波函数作

为基 矢 ( 利 用 线 性 变 分 法 计 算 氦 原 子 )*+,%"- 态

’5@—’5A 各能级的磁精细结构 (计算结果与实验值

符合得相当好，从而验证了本文理论方法的有效性 (

; B 理论与方法

氦原子精细结构主要取决于三种相互作用［’4］：

离心力势（与角量子数 " 有关）和静电非有心力决

定不同角量子数（由 " 决定）间的能级间隔；交换相

互作用使能级分裂成单态和三重态；与电子自旋有

关的磁相互作用使三重态进一步分裂 (对于 ’>! ? 组

态，能级分裂只由后两种作用所决定 (
氦原子单激发态由四个近简并能级组成，能级

结构由交换作用和磁相互作用所决定、对于低的角

量子数，交换作用远大于磁相互作用，所以分成一条

单态能级和三条挨得很近的三重态能级 (随着角动

量的增加，交换能变得相对越来越小，这其中的能级

结构会发生明显的变化 (对于 " C & 的态，交换作用

会变得很小，这时磁相互作用占主导地位，使之变成

四条近似等间隔的能级结构［D］(图 ’ 给出了氦原子

’5@ 和 ’5< 态的能级结构示意图 (这种主要由磁相

互作用主导的能级结构被称为磁精细结构 (其中不

同的角动量态（" 不同）之间的能级间隔称为电精细

结构 (
根据上述物理图像，计算磁精细结构的哈密顿

可表示为

$ E $6) F $ >GHI， （’）

其中 $6) 为非相对论 部 分 的 哈 密 顿 算 符，$ >GHI 为

J"%H=KL#7?H 近似［’M］下各相对论作用项中与自旋有关

的部分，即通常所说的磁相互作用 ( 这里的非相对

论项可表示为

$6) E !
;

% E ’
&（ %）F ’’;， （;）

图 ’ 氦原子 ’5@ 和 ’5< 态的能级结构图

其中（)*+,%"- 能量单位）&（ %）E N

!

;
% N

;(
)%

和 ’’; E
;
)’;

分别称为单电子和双电子算符 (为了计算方便，还可

将其表示为

$6) E $5 F *， （&）

在微扰论计算中，通常由 $5 构造零级近似波函数，

* 为微扰算符 (如采用线性变分法，则由 $5 的解构

成表示空间的基矢，是为 $5 表象 (
对于氦原子体系，许多作者［D，’4—;;］都将类氢波

函数作为 $5 的解，我们认为这样做比较粗糙 (本文

定义（对于 ’>! ? 组态）

$5 E +’> F +!?， （0）

这里 +’>，+!?为两个电子的 <#"="%% 算符

+’> E &’> F〈! ? ’’; ! ?〉，

+!? E &!? F〈’> ’’; ’>〉{ (
（O）

由此可得微扰算符

* E ’’; N〈’> ’’; ’>〉N〈! ? ’’; ! ?〉( （M）

而通过求解 <#"="%% 方程（组）

+’>!’> E"’>!’>，

+!?!!? E"!?!!?
{ ，

（D）

可得到各单态波函数｛!’>，!!?｝，再由此根据角动量

耦 合 理 论［00，0O］ 构 造 "# 谱 项 的 支 项 波 函 数

P#"#,-,〉(其中 " E .，# E 5，’ 分别代表单态和三重

态；对三重态，, 分别可取 " N ’，"，" F ’；#是为表

征体系状态所需要的其他量子数（这里则是主量子

数 !）；-, 表示角动量的分量，它与能量无关 (所以，

对于某一特定的组态（’>! ?），可得到四个分裂的能

级，对 应 的 可 得 到 四 个 不 同 的 波 函 数（ 下 面 用

P（! ?）"#,〉表示）(
先考虑非相对论作用项的矩阵元 (首先，$6)与
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电子的自旋无关，它不可能产生不同自旋态之间的

混合 !此外，还可以证明［"#］

〈（! $）"#$ %%& （! $）"#$’〉

(〈（! $）"# %%& （! $）"#〉， （)）

即这里的矩阵元还与总角动量无关 ! 这样 %%& 只产

生对角矩阵元，且对应于三重态的三个对角元只取

同一个值，所以有

〈（! $）"# %%& （! $）"#〉

(〈（! $）"# &*+ （! $）"#〉,〈（! $）"# &!$ （! $）"#〉

,〈（! $）"# ’*- （! $）"#〉

(〈!*+ &*+ !*+〉,〈!!$ &!$ !!$〉

,〈（! $）"# ’*- （! $）"#〉! （.）

由 *+ 态的 /012133 方程 (*+!*+ ("*+!*+ 两边同取对

!*+的内积可得

〈!*+ &*+ !*+〉

("*+ 4〈!*+（*）!!$（-） ’*- !*+（*）!!$（-）〉!（*5）

同理可得

〈!!$ &!$ !!$〉

("!$ 4〈!*+（*）!!$（-） ’*- !*+（*）!!$（-）〉，（**）

而

〈（! $）"# ’*- （! $）"#〉

(〈!*+（*）!!$（-） ’*- !*+（*）!!$（-）〉

,（4 *）#〈!*+（*）!!$（-） ’*- !!$（*）!*+（-）〉!（*-）

由这几项合并可得

〈（!$）"# %%& （!$）"#〉

(〈"*+ ,"!$ 4〈!*+（*）!!$（-）〉 ’*- !*+（*）!!$（-）〉

,（4 *）#〈!*+（*）!!$（-） ’*- !!$（*）!*-（-）〉!（*6）

将其中的 ’*-用球张量形式表示为

’*- ( -
)*-

( !
7

* ( 5

- )*8
)*,*9

+（ *）（*）·+（ *）（-）! （*"）

运用 球 张 量 理 论［""—"#］可 将 这 里 的 矩 阵 元 最 后 用

:$0231 积分表示成

〈（! $）"# %%& （! $）"#〉

("*+ ,"!$ 4 ,5 ,（4 *）# -.

-" , * ! （*;）

根据定义亦可得到微扰算符的矩阵元形式

〈（! $）"# /（! $）"#〉(（4 *）# -.

-" , * ! （*#）

文献［*#］给出了磁相互作用项 % +<=>的最低阶形

式（%6 和 %;）! 随着实验和计算精度的提高，有必

要进一步引入#% +<=> 阶的修正项 ! 这里主要考虑由

于电子的反常磁矩（0>?@0$?A+ @0B>32=C @?@3>2）和原

子核的有限质量所产生的修正 ! 由此可得［D，*.］

% +<=> (#- 0
)6-

!-· "-［（’ 4 *）, ’1E2］

,#- #*- F $*

)6*-
· "* 4

#*- F $-

)6*-
· "[ ]- （’ 4 *）

, -#- #*- F $*

)6*-
· "- 4

#*- F $-

)6*-
· "[ ]* （’ E-）

, -# [- "*· "- 4 6（ "*· #5*-）（ "-· #5*-）

)6*-

4 )!
6$（ #*-）"*· " ]- （’ E-）-， （*D）

其中 #*- ( #- 4 #*，’ ( -（* ,#E-!, ⋯），1E2 是电

子与核质量的比值 !
为了简化计算，通常在计算磁相互作用时可以

不考虑波函数的反对称性 ! 此外，对 " 较大的态，有

)-" )*，由此可得 #*-# #-，于是有 G13=2HG32I3 近似［"D］

下的磁相互作用项［D］

%GG
+<=> (#- 3*

!-· "-
)6-

4 -#- 3-
!-· "*
)6-

, -#- 36
"*· "- 4 6（ "*· #5-）（ "-· #5-）

)6-
，（*)）

其中

3* (（’ 4 *）, -’1E2 # * ,# J!, "1E2，

3- ( ’ E-# * ,#E-!， （*.）

36 (（’ E-）- # * ,#E!
{

，

而

〈（! $）"#$ #- 3*
!-· "-
)6-

（! $）"#’$’〉

(#- 3*〈 ) 46- 〉〈（! $）"#$ !-· "- （! $）"#’$’〉，（-5）

即这里的矩阵元可表示成径向部分的积分乘以与角

动量有关的积分 ! 其中径向积分〈 ) 4 6
- 〉(〈 ! $ K ) 4 6 K

! $〉，角动量部分的矩阵元

〈"#$ !-· "- "#’$’〉

(（4 *）", #, $$$$’
" #’ $
# "{ }*〈"$ !-$"〉〈#$ "-$#’〉

(（4 *）", $$$$’ %6E- "（" , *）（-" , *% ）

F （-# , *）（-#’ , *% ）

F
" #’ $
# "{ }*

# * #’
*
-

*
-

{ }*
-

! （-*）

应注意这里的 " ( .- ( . !此外，考虑到 # 和 #’ ，"，$
各种可能的取值，可得上述算符的各项矩阵元的具

")5; 物 理 学 报 ;" 卷



体计算结果如表 ! 第二列所示 " 同理可得

〈!"# !#· "! !"$#$〉%（& !）!’ "’ "$ ’ #!##$ !()#

* !（! ’ !）（#! ’ !! ）

* （#" ’ !）（#"$ ’ !! ）

*
! "$ #
" !{ }!

*
" ! "$
!
#

!
#

{ }!
#

" （##）

相应的矩阵元列于表 ! 第三例 "（##）与（#!）式比

较，区别在于非对角矩阵元（"""$）相差一负号 " 这

里的非对角元对于给出图 ! 的磁精细结构的计算结

果是至关重要的 "

表 ! 磁相互作用中与角动量有关的各算符的矩阵元计算结果

力学量 $ !#·"# !#·"! %

〈! + ! $ ! + !〉 + + +

〈! + ! ’ ! $ ! + ! ’ !〉 !)# !)# & !（#! & !）)#

〈! ! ! $ ! ! !〉 & !)# & !)# （#! ’ (）（#! & !）)#

〈! + ! & ! $ ! + ! & !〉 &（! ’ !）)# &（! ’ !）)# &（#! ’ (）（! ’ !）)#

〈! + ! $ ! ! !〉 & !（! ’ !! ）)# !（! ’ !! ）)# +

对于（!,）式中最后一项，可以定义［!-］

#"# "!· "# & (（ "!· #+!）（ "#· #+#）

&(#

% & #"# !
&(#

%
（#! ’ (）（#! & !）

， （#(）

这里的 % 可表示成

% % #"!· "# ’( )(
# !# & (

#（$·%）& (（$·%）# "

（#.）

由此可以证明 % 与力学量｛!#，"#，##｝都是对易的，

所以它在 / !"#〉表象下是对角矩阵 "通过计算可得 %
的矩阵元位于表 ! 中最后一列 "

( 0 计算结果及讨论

根据上述计算方法，首先通过自洽迭代求解

1234355 方程，得到 !6’ 7 组态下各单态的数值化径向

轨道波函数 " 第一次迭代采用的初始解为：初始势

(!6 % & #) ) & % & .) &，(’7 % & #（) & !）) & % & #) &；初

始能量为#!6 % & )# % & .89，#’7 % &（) & !）# : ’# %

& ! : ’#89"然后可由此计算初始波函数，再由（;）式

计算 1234355 势，并迭代求解方程组（<），直到自洽为

止 " 最后由计算得到的波函数构造 *+ 表象的基矢 "
有许多作者在处理类似计算问题时，只使用了相当

于上 述 初 始 解 的 势 和 对 应 的 波 函 数 作 为 *+ 表

象［!，#+］"相比较而言，本文采用的是更为精确的基矢

波函数 "
根据高激发态波函数的特性，必须保证在较远

离原子核的区域有足够的结点数密度，才能得到合

理准确的计算结果 " 但是通常的 =>?53@A 格式不适

用于 89BC53D 态（特别是高 89BC53D 态）的计算［.#］"本
文采用改进的 =>?53@A 格式［.#，.(］，双精度浮点运算，

这是为了能够得到由数值解波函数构建有效的表示

空间基矢以及通过数值积分准确计算力学量在此空

间下的矩阵元的必要条件 "
在自洽迭代过程中，我们把 + % &(（( 为势能，

例如对于氢原子 ( % & # : &）作为收敛的判断依据 "
对每次迭代，计算相邻两次迭代中 + 变化量的最大

值（!+）?2E，如果它小于阈值（本文设为 !+& -），则认

为已收敛 " 表 # 给出了第一次和最后三次迭代的收

敛情况 "

表 # 自洽迭代过程的收敛情况

迭代次数 （!+）?2E

! !0FF-.,;,<,(<F!.#

#+ (0,+<FF.-!+<.F.(# * !+ & -

#! !0F+(FF<(+;!;#-<# * !+ & -

## F0;!FF,-;#<F,(,+. * !+ & <

另外，对某一次自洽迭代，计算某一单态的径向

波动方程时，还有一个自洽迭代的过程 "通常在内推

和外推的交点处，波函数并不重合，由此可计算下次

迭代的能量修正!, " 在 =>?53@A 的自洽迭代中，不

断地改进单态能量 ,，直到!, : , 小于阈值（本文

设为 !+& ,）"以计算 !6!+D 组态为例，表 ( 给出了最

后三次迭代的部分输出结果 " 其中每次迭代的第一

行数据对应于 !6 态，第二行对应于 !+D 态 " 最后一
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列则为 !"#$%&’ 迭代的收敛值，由此可以看出这里 的每一项都小于我们设定的阈值 (

表 ) 最后三次迭代的部分输出结果

迭代次数 角量子数 主量子数 !"#$%&’ 迭代次数 最大结点数 单态能量 !!*!

+, , - - )., / )01231323-+..1-21 / 2024),3+335-43-+, 6 -,/ 1

+, 5 -, - -+5, / -0,,,,,,-2+41.,-. 6 -, / + 4045-21.51-++53,+ 6 -, / 1

+- , - - )., / )012313221)415321 / 2024),3-34,43,2)) 6 -,/ 1

+- 5 -, - -+5, / -0,,,,,,-2+41.,-2 6 -, / + 4045-2144-4.33321 6 -, / 1

++ , - - )., / )0123132235,422), / 2024),3-,53+,4415 6 -,/ 1

++ 5 -, - -+5, / -0,,,,,,-2+41.,-2 6 -, / + 4045-3,,4+)++12-. 6 -, / 1

由上述径向波函数通过数值方法计算 789:$% 积

分 " 和 #，以及径向积分〈 $ / )
+ ）〉;〈 % 8 < $ / ) < % 8〉( 由

（-4），（-.）式可得到非相对论作用项 &!= 或微扰算

符的矩阵元；由（-3），（+,）和（+)）式及表 - 等可以计

算磁相互作用项 &>>
?@AB的矩阵元 ( 最后可得总的力学

量（&!= C &>>
?@AB）或是其微扰部分（ ’ C &>>

?@AB）的矩阵

元 ( 在 &, 表象的四维空间下，将矩阵对角化可得各

能级（或相对能级）值的计算结果 (

表 5 氮原子 =DEF$%G 态 -,H—-,I 磁精细结构的计算结果

及其比较（IJK）

能级间隔 本文计算 - 本文计算 + 实验［2］ 实验［1］

C H5— / H5 +.0-3)3 +.0-5)+ +.0-23
)H)— / H5 -102).) -102-,4 -10244
)H4— / H5 -,0+1+4 -,0+.3) -,0)54
C J4— / J4 -2053-- -20545, -20531
)J5— / J4 -+01,-. -+0334+ -+01,4
)J.— / J4 .02.+, .025.) .02.5
C L.— / L. -+，4,-4 -+053++ -+04,1
) L4— / L. 10,.2. 10,4.) 10,2+
) L2— / L. 5025)1 502)+1 50254

C M2— / M2 10)3,. 10)..- 10)1,
)M.— / M2 .02+,2 .02-+5 .02+2
)M3— / M2 )04,25 )0511+ )04-,
C N3— / N3 20+115 20+33- 20),1
)N2— / N3 40-3-3 40-244 40-32
)N1— / N3 +0.125 +0.1-- +0.11
C I1— / I1 4035-5 4 (3)+5
)I3— / I1 50--24 50--+5
)I-,— / I1 +0-)3+ +0-))+

表 5 列出了氦原子单激发组态（-?% 8）=DEF$%G
系列 -,H—-,I 的磁精细结构计算结果及其比较 (
这里的能级是按 () 耦合谱项（支项）+) C - (* 来标记

的 ( 但是对于 * ; ( 的两个态，由于有比较强的相

互作用，所以就没有纯粹的单态和三重态之分 (比较

可取的方法就是按能级高低分别用 C ，/ 号予以区

分 (表 5 第二列给出了本文的主要计算结果 (为了比

较!& ?@AB 项 的 修 正 效 应，我 们 在（-3）式 中 假 定

+- ; ++ ; +) ; -，由此得到的计算结果列于第三列 (
由于这样得到的算符形式每一项都要比（-3）式偏小

一些，所以由此得到的能级分裂值都比第二列的值

偏小 (表 5 同时给出了文献［2］和［1］的实验结果 (其
中文献［2］直接给出了 -,H 和 -,J 的能级分裂值 (
第五列是根据文献［1］中 JOL，LOM 和 MON 之间的跃

迁频率及第四列中 J 态的能级分裂值推算出的结

果 (由表 5 的结果比较可知，第三列的计算结果明显

比实验值偏小，说明引入!&?@AB项的修正是完全必要

的 (本文的主要计算结果与实验基本符合，说明我们

的计算方法是合理的 (
然而，本文计算中还完全没有考虑!+ &?@AB及以

上阶的修正项，也没有考察 >%$A:O>$:P$ 近似对不同

的态所产生的影响 (这些我们可以在以后的工作中

予以考虑 (至于组态相互作用对磁精细结构的影响

问题，我们是这样考虑的：一方面包含电子相关效应

的交换能的精确计算不很容易，另一方面交换作用

对高 ( 态精细结构的影响非常有限 (本文只相当于

取交换能的一阶微扰近似值，我们认为在这里是一

个可以接受的近似 (此外，我们还注意到（-3）式中各

磁相互作用项也可以有不同组态间的矩阵元 ( 事实

上我们采用组态相互作用方法对此进行了计算，发

现这部分相互作用对本文计算结果几乎没有影响 (

5 0 结 论

本文采用自洽迭代求解 J9%:%$$ 方程组，得到了

氦原子 -?% 8 组态下的严格数值解波函数 (以此构造
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谱项（支项）波函数作为基矢，利用线性变分法在一

个统一的框架下同时考虑交换作用和磁相互作用

项 !计算得到的氦原子 "#$%&’( 态 )*+—)*, 的磁精

细结构，很好地符合了已有的实验结果 !

磁精细结构的计算还可以在更严格的框架下进

行，但可以肯定某些严格方案是不必要的 !为了建立

更准确、有效的计算方法，需要做更细致的研究，同

时亦需要更精确的实验测量结果作为参考依据 !

［)］ +-..-(/&’ 0 )112 !"#$%&’ ()*+,（3-4%’5$(&：3-4%’5$(& 6758&’95:#

;’&99）<=>)
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