
!"# 波的小波变换频谱分析!

邓玉强!）" 邢岐荣!） 郎利影!） 柴 路!） 王清月!） 张志刚!）#）

!）（天津大学精密仪器与光电子工程学院超快激光研究室，光电信息技术科学教育部重点实验室，天津 $%%%&#）

#）（北京大学信息科学与技术学院量子电子学研究所，北京 !%%’&!）

（#%%( 年 $ 月 !% 日收到；#%%( 年 ( 月 !# 日收到修改稿）

将小波变换引入 )*+ 波时域光谱技术 ,将水蒸气的 )*+ 波时域信号通过小波变换转化为二维的时间-频率平

面，得到了和文献报道数据相一致的水蒸气的吸收谱线 ,同时发现了 )*+ 波频谱的时域分布特性，这将有利于进一

步研究 )*+ 波与物质相互作用的内在机理 ,
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! D 引 言

相干 )*+ 波是频率从 %D! 到几十 )*+ 的相干电

磁辐射（对应波长为 $55—!%!5）, 近年来，飞秒激

光技术的发展和成熟为 )*+ 波的研究提供了有效

的手段 ,目前实验室普遍采用的 )*+ 波脉冲产生方

法之一是依据光学整流原理 ,以飞秒激光为抽运源，

激发非线性电光晶体，我们已成功产生了相干 )*+
波脉冲［!］,飞秒激光激发产生的相干 )*+ 波，联合基

于光电效应的 )*+ 探测，构成了 )*+ 时域光谱技术

（)*+-)EF）, )*+-)EF 本质上是相位相干电磁辐射探

测技术［#］，它能直接探测 )*+ 波与物质相互作用的

电场信息，即同时测得电磁波的振幅和相位 ,因此，

可精确测量物质的色散和吸收特性 ,这种新兴的光

谱技术，在气体［$］、液体［.］、电介质［(］、半导体［1］、超

导介质［&］，及生物样品［’］等光谱研究中显示出独到

的技术特点 ,
目前使用的 )*+ 时域光谱技术基于 2B:G7=G 变

换，将时域 )*+ 电场振荡信号分解成各种不同频率

的正 弦 波，在 此 正 弦 函 数 是 基 函 数 , 小 波 变 换

（H6I=8=J-JG6>KLBG5）［0］是 #% 世纪 ’% 年代后期发展起

来的应用数学分支，是把待分析的信号分解成由原

始小波经过移位和缩放后的一系列子小波，在此适

合于各种应用的子小波是小波变换的基函数 ,小波

变换被看作近年来在数学方法上的重大突破 ,小波

的多分辨率分析具有良好的时间域和频率域局部化

特性，采用逐渐精细的时域或频域步长，可以聚焦到

分析对象的任意细节，具有很多 2B:G7=G 变换方法无

可比拟的优点，目前在很多工程领域获得广泛的应

用 ,我们已成功将小波变换应用于光力学相位求

解［!%］和飞秒激光脉冲的光谱相位重建［!!—!.］,
本文引入小波变换分析 )*+ 波时域光谱信号 ,

揭示 )*+ 波与物质相互作用的频谱的时域分布特

性，展 现 了 小 波 变 换 的 一 种 新 应 用 , 小 波 变 换 与

)*+-)EF 相结合，可能被发展成为 )*+ 波的一种新

的光谱技术，我们称为“小波变换 )*+ 波时域光谱

技术”,

# D 小波变换分析 )*+ 波时域光谱的数

学描述

小波变换的基函数称为子小波函数，它是由选

定的适合于应用分析的母小波函数经过移位和缩放

而得到 , 36MBG 小波具有最高的时间-频率分辨率［!(］，

这里选 36MBG 小波作为小波母函数 , 36MBG 小波表

示为
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这里，" !（$)*$）#’%$ +
子小 波 由 母 小 波 经 过 伸 缩 和 平 移 而 来，即

!#，$（ !）! ’
!#!

! #$( )# + 这里，# 为尺度因子，$为

平移因子 +
小波变换是待变换信号 $（ !）与具有良好局部

化性质的小波函数!#，$（ !）作内积，即

%（#，$）!"$（ !）!
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其中，!
#
#，$（ !）是 子 小 波 函 数!#，$（ !）的 复 共 轭，

$（ !）即为要分析的 ./0 波时域光谱信号 +
这样定义的标准小波变换公式对所分析的信号

$（ !）具有频率偏向性 + 为消除频率偏向，用一个新

的小波变换定义［’1］，表示为

%（#，$）! ’
#"

&-

#-

$（ !）!
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这里，子小波用!［（! #$）%#］%# 代替!［（! #$）%#］%!# +

用 34567 小波作为母小波函数时，尺度因子 #
与电磁辐射的频率%之间的关系为

% ! $!%# + （(）

因此，（2）式的小波变换可以写作二维的时间8
频率表达式

%（%，$）! %$!"
&-
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（9）式表明，小波变换可以将给定的 ./0 时域光谱信

号在二维的时间8频率平面上展开，在这个平面上更

能直观地反映出 ./0 频谱的时域分布信息 +

2 : 小波变换分析 ./0 波时域光谱的实例

采用我们研制的 ./0 波时域光谱系统（./08
.;<），成功测量了水蒸气在 ./0 波段的吸收谱［’］，

其光谱精度已达到文献报道水平［’=］+图 ’ 给出实验

测得的 ./0 波时域光谱信号 + 图 ’（4）为无样品时

./0 波通过空气的信号，在此作为参考信号 +图 ’（5）

为 ./0 波通过水蒸气样品的信号 +

图 ’ （4）参考 ./0 波信号，（5）./0 波通过水蒸气样品的信号

下面用小波变换对 ./0 波时域光谱信号作频

谱分析 +将（9）式用于处理图 ’ 所示的实验数据，其

结果示于图 $ +其中图 $（4）为对应图 ’（4）的小波变

换；图 $（5）与图 ’（5）对应 + 图中以亮度标示频域幅

值大小 +
与 ./08.;< 相似［’］，图 $（4）和（5）的频谱相减，

可以得到水蒸气的 ./0 吸收谱，如图 2 所示 +
图 2 为小波变换分析的 ./0 波通过水蒸气的吸

收频谱 +该图充分揭示了水蒸气吸收谱的时域分布

特性 +将图 2 中的频谱的时域分布向频率轴投影，就

可以得到水蒸气谱线的吸收峰 + 表 ’ 给出小波变换

分析的水蒸气较典型的 ’1 条吸收谱线，并与文献报

道的结果［’=］进行了比较 +
表 ’ 的数据显示，小波变换分析的 ./0 吸收谱

和文献报道的用传统的 ./08.;< 技术所得的结果基
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图 ! （"）参考 #$% 波的小波变换频谱，（&）水蒸气的 #$% 波的小波变换频谱

图 ’ 小波变换分析的水蒸气的吸收谱的时域分布

( )两种频谱分析方法的比较

我们提出的小波变换 #$% 波时域光谱技术与

传统 的 #$%*#+, 技 术 相 比，有 以 下 不 同：首 先，

-./0120 变换频谱分析技术是将整个时域信号总体变

换到频域分析，不能给出物质吸收谱线的时域分布

特性 )而小波变换是一种二维时频分析，可以直观清

楚地分辨出每一时刻的频谱成分对吸收谱线的贡

献；其次，根据 $21324&205 不确定性原理，-./0120 变

换的频域精度比例于时域信号在一定数据步长下的

总数据长度 )为提高频率分辨率，需作补零处理［67］)
小波的多分辨率分析具有良好的时间域和频率域局

域化特性，采用逐渐精细的频率域步长，可以聚焦到

分析对象的任意频率细节 )

表 6 小波变换分析的水蒸气的吸收谱线与文献报道结果的比较

谱线序号 +"8" 69#$% +"8" !9#$% +"8" ’9#$%

6 6):;; 6 ):;( 6 ):;<
! 6 )66= 6 )6!= 6 )6!>
’ 6 )6=’ 6 )6=< 6 )6=!
( 6 )!:; 6 )!:6 6 )!:;
> 6 )!’6 6 )!’’ 6 )!’6
= 6 )(66 6 )(6’ 6 )(6:
< 6 )=:’ 6 )=:> 6 )=:>
7 6 )=<6 6 )==; 6 )=<:
; 6 )<67 6 )<!6 6 )<!:
6: 6)<;7 6 )<;’ 6 )<;7
66 6)7<: 6 )7=7 6 )7=<
6! 6);!: 6 );!7 6 );6<
6’ !):(6 ! ):(> ! ):(!
6( !)6== ! )6=> ! )6=>
6> !)6;; ! )6;; ! )6;7
6= !)!>< ! )!=’ ! )!>=

! +"8" 6 为文献［6<］报道结果，+"8" ! 为文献［6］报道结果，+"8"

’ 为小波变换所得的结果 )

> ? 结 论

我们将小波变换应用于 #$% 波的频谱分析，对

于水蒸气的吸收谱线，得到了和文献报道数据相一

致的结果 )同时应用该方法可以揭示 #$% 波频谱的

时域分布特性，这将有利于在时域和频域同时研究

#$% 波与物质作用的内在机理 )
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