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将 *+,-.,/0 提出的不可积映射推广为一阶线性映射 1通过这种方法，将 2-,34..564/04. 空间嵌入到欧氏空间 1在
此基础上，将通常在欧氏空间中描述约束系统的 7’8+,39,/05:4;/4.;, 原理推广到 2-,34..564/04. 空间的“无约束”

表示 1
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! D 引 言

在引力规范理论中，时空几何从 2-,34.. 空间

推广到 2-,34..564/04. 空间，建立了物质的能量动

量和自旋与 2-,34..564/04. 时空的曲率和挠率的关

系，从而推广了 =-.E0,-. 的广义相对论［!—%］1 近些年

来，人们认识到某些具有一定复杂性和奇异性的物

理问题，也和 2-,34..564/04. 空间有着内在的联系，

这些问题中物理系统的演化空间都表现出非欧特

性，其奇异特性就表现在 2-,34..564/04. 空间的挠

率上［<—F］1尽管就引力问题而言，时空的挠率在目前

的实验精度上还一时难以测量，但这并不影响这种

几何方法在其他物理学领域的应用研究 1这种方法

可以将物理问题在欧氏空间和 2-,34.. 空间中的奇

异性质描述为一个 2-,34..564/04. 空间中挠率，从

而为解决具有奇异物理性质的问题提供了新途径 1
在这一思想中，一个具有重要意义的问题就是如何

把建立在欧氏空间和 2-,34.. 空间上具有某种奇异

特性的物理模型推广到有挠率的 2-,34..564/04. 空

间中，亦即由系统的非欧特性来构造空间的挠率，从

而实现物理模型奇异性质的几何化 1
近几年，德国学者 *+,-.,/0 及其合作者提出了一

种构造 2-,34..564/04. 空间的不可积映射方法，将

有挠 率 的 2-,34..564/04. 空 间 嵌 入 到 高 维 欧 氏 空

间 1利用这一方法，在一系列文献［<—F］中，将 G,?.34.
路径积分、HBI/J7-.;,/ 方程、等效原理、晶格缺陷与

旋 转 位 移、不 可 积 约 束 系 统 等 问 题 的 研 究 与

2-,34..564/04. 空间的几何结构有机地结合起来，得

到了许多有意义的结果 1
在最近的工作中，我们对这一方法做了推广，借

助 不 可 积 映 射，将 2-,34..564/04. 空 间 嵌 入 到

2-,34.. 空间中［!’］1这在约束系统动力学的研究中，

相当于包含了完整约束条件，并使欧氏空间中的完

整约束系统的相空间约化为低维 2-,34.. 空间，而

系统所受到的非完整约束［!!—!$］则进一步增加了相

空间的挠率，使之成为 2-,34..564/04. 空间 1本文将

进一步推广不可积映射方法，构造一阶线性映射，

包括可积与不可积情形，并在此基础上将完整与

非完整 系 统 的 7’8+,39,/05:4;/4.;, 原 理［!(］统 一 在

2-,34..564/04. 空间上加以研究 1

# D 用 一 阶 线 性 映 射 构 造 2-,34..5
64/04. 空间

设［ !］为一个欧氏空间，坐标为 !" ，切空间为

#［!］，!·" K 7!" L7 $，!·" 满足如下 % M & 个线性无关

的约束条件：

’!" !·" K ’ （! K !，#，⋯，( K % M &），（!）
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式中 !!" 为坐标｛#" ｝的函数 !设此式可解出

$·" " %"" #·" ，
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（#）

式中，"，& " $，#，⋯，)；"，( " $，#，⋯，*（ )!*），%""
和 ’"

"
满足
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显然 $·" 可以看作一个新空间（记作［ $］空间）的切

空间中的 * 个线性无关的基矢分量 !

若将 #·" 看作切空间 +［ $］中的矢量 $·" 在一阶

线性 映 射 下 在 +［ #］空 间 中 所 成 的 像，则 切 空 间

+［$］中的任一矢量都可以同样地映射为 +［ #］空间

中的矢量，满足

+" " %"" +" ，

+" " ’"
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若规定映射不改变矢量的长度和矢量间的夹角，

则有
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式中 ,"( 为 +［ $］空间的度规 !比较（’），（(）式，考虑

"+ 和 + 为任意矢量，可得
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&
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此即 +［$］空间的度规表达式 !
要确定空间［ $］上的联络，需要引入相容性条

件 !为保证有解，我们取如下相容性条件：
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式中 +" 和 +" 分别为任一矢量 ! 在［ #］空间和［ $］

空间中的分量 !
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由于相容性条件（,）式，且考虑 ! 为任意矢量，

以及 $·" 的相互独立性，可得

,("%"!$ "#"&’
"
(’&
!，$ ! （$$）

用 ,(&缩并（$）式得

%&!$ " ,(&#"&’
&
(’"
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此即 +［$］空间的联络表达式 !

到此，我们未对线性映射（$）式的可积性作任何

限制 !若映射（$）式为可积映射，则有

’"
"，( " ’"

(，" ! （$%）

此时，联络%"!$关于两个下指标对称，空间［ $］的挠

率为零，该映射把欧氏空间映射为 0123455 空间 !
若映射（$）式为不可积映射，联络%"!$关于两个

下指标不对称，其反对称部分即为空间［$］的挠率，
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说明不可积映射把欧氏空间映射为 01234557849:45
空间 !

% ; 01234557849:45 空间中的 *’<=23>29:7
?4@945@2 原理

在传统分析力学中，系统只受双面理想约束时，

*’<=23>29:7?4@945@2 原 理 在 系 统 位 形 空 间 中 的 形

式为

#
)

" " $
｛（*"#A " 6 /"#）##" -（*"0A " 6 /"0）#0"

-（*"1A " 6 /"1 ）#1" ｝" /! （$’）

当系统不受约束时，##" ，#0" ，#1"（ " " $，#，⋯，)）彼此

独立，上式即退化为牛顿定律 !
当系统所受约束中包含 2 个可积约束（亦称完

整约束）时，系统的状态可用 3 " %) 6 2 个广义坐标

$3 来表示，*’<=23>29:7?4@945@2 原理的广义坐标形

式为

#
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式中 + 为系统的动能，在位形空间的表达式为
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43 为广义力，定义为
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若系统所受约束全是可积约束，（$(）式中#$3（ 3 " $，

#，⋯，%) 6 2）彼此独立，可得
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! !
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# %$ $ （%&）

此即第二类 ’()*(+), 方程 $ 该方程是完整系统分析

力学的基础 $
我们从（%-）式出发，构造 ./,0(++12(*3(+ 空间中

的 !’45,06,*31’()*(+), 原理 $为表述方便，将 & 个粒

子系统的位形空间用［’］表示，其坐标为 ’( ，切空

间用 "［’］表示，其基矢分量为 ’·( # !’( 7! !，粒子所

受力在切空间中的分量为 )( ，即取

’8 ("9 # *( ，

’8 ("% # +( ，

’8 ( # ,( ；
（9:(）

’·8 ("9 # *·( ，
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（9:6）
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)8 ("% # )(+ ，

)8 ( # )(, $

（9:;）

（9:(）—（9:;）式中 ( # %，9，⋯，& $ 采用 </+=3,/+ 求和

约定，（%-）式可以写作

-(.（’> ( " %( ）!’. # : （ (，. # %，9，⋯，8&），（9%）

式中，

-(. #!(./ /+3［ (
8 ］?%，

%( # )(

/ /+3［ (
8 ］?! %

$
（99）

（99）式中，质量 / 为标量，指标 (（ ( # %，9，⋯，8&）间

不求和 $注意到（9%）式等号左边是两个矢量（’> ( " %( ）

和!’( 的点积，因此 -(. 的几何意义显然是切空间 "
［’］的度规 $

设系统位形空间［’］受如下 0 # 8& " / 个微分

约束：

1"( ’·( # : （" # %，9，⋯，0 # 8& " /），（98）

且表示为下列关系：

#·# # 2#( ’·( ，

’·( # 3(
##

·#，
（9@）

式中，( # %，9，⋯，8&；# # %，9，⋯，/ $ 显然，#·# 可以

看作一个新空间（记作［ #］空间）的切空间（记作

"［#］）中的 / 个线性无关的基矢，2#( 和 3(
#

满足

（8）式 $
与（-）—（A）式的推导相类似，考虑到切空间

"［’］的度规为 -(. ，可得 "［#］空间的度规 -#4 为

-#4 # -(.3(
#3

.
4 $ （9-）

为确定空间［#］上的联络，我们取相容性条件为

-(.3
.
4
!"(
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.
4
B"#
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可得 "［#］空间的联络表达式

$"%& # -"4-(.3
.
43(
%，& $ （9A）

若约束（98）式不可积，联络$"%&关于两个下指标

不对称，联络的反对称部分即为空间［ #］的 挠 率

5"%& $此时，空间［ #］为一个有挠率的 ./,0(++12(*3(+
空间，显然，在［ #］空间中不再显含（98）式所示一阶

线性约束，这些约束都隐含在 ./,0(++12(*3(+ 空间

的度规和联络中，表现为空间的曲率和挠率 $
设由（9@）式所示一阶线性映射可得

!’( # 3(
#!##， （9D）

’> ( # 3(
##># ? 3(

#，4#
·##·4 $ （9&）

代入（9%）式得

（-#&#># ? -(.3(
#，43.

&#
·##·4 " %&）!#& # :$ （8:）

利用联络（9A）式定义协变导数，（8:）式变为

-#&
B#·#
! ! " %( )# "#& # :， （8%）

式中 %# # -#&-(.%(3.
& 为系统所受力在 "［#］空间中的

表达式，此即为 ./,0(++12(*3(+ 空间中 !’45,06,*31
’()*(+), 原理的表达式 $

考虑在［’］空间和［ #］空间中系统动能表达式

为

" # %
9 -(.’·(’·. # %

9 -#4#
·##·4 ， （89）

则有
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代入（8%）式得

B
! !
!"
!#·( )& " %( )&!#& # :$ （8@）

若系统只受一阶线性约束，!#& 彼此独立，则有

B
! !
!"
!#·( )& " %& # :$ （8-）

此即 ./,0(++12(*3(+ 空间中的第二类 ’()*(+), 方程 $

@ E 结 论

由于 ./,0(++12(*3(+ 空间具有最丰富的几何结

构，./,0(++ 空间和平直空间只是它的特例，因此
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（!"）式可看作是一个统一的 #’$%&’(&)*+,-.)-/.& 原

理表达式形式 0一个受一阶线性约束的系统，若放在

平直的位形空间中研究且取直角坐标系，则（!"）式

就退化为（1"）式，此时需要将（1"）式和一阶线性约

束联立使用才能描述系统的运动 0如果按（12）式选

取合适的 34&’-//+5-)*-/ 空间，则一阶线性约束将

隐含在空间的度规和联络中，表现为空间的曲率和

挠率 0 此 时 仅 仅 使 用 形 如（!"）式 的 #’$%&’(&)*+
,-.)-/.& 原理就能完全描述系统的运动了 0
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