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通过选取另一类种子解，给出了（" ’ !）维非线性 ()* 方程的一类变量分离新解 +适当地选择变量分离新解中

的任意函数和条件函数，揭示了一类新型孤子结构，如周期性孤波结构、环状孤子结构、曲线型孤子结构等 +可以发

现（" ’ !）维非线性 ()* 方程存在的这类新型孤子结构，是无法通过以往文献中给出的通用变量分离表达式得到

的，而且这类新型孤子结构对于实际自然现象的解释有积极的意义 +
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! , 引 言

孤子反映的是一类非常稳定的自然现象，体现

了一大类非线性相互作用的若干特征，并为许多物

理问题的解释提供启示 +近几十年来，孤子研究的领

域更趋于扩展和深化，不仅被迅速应用于物理学的

各个分支，而且也被迅速应用于生物、化学、材料、天

体、通信等自然科学的各个领域 +在 " ’ ! 维非线性

模型中，由于 -./0/，12.3，4560/35 和 7289/32::/ 的开拓

性工作［!］，在各方向上以指数方式衰减的，被称为

)6.8/.3 的局域相干结构的研究引起了物理学家和

数学家的极大兴趣，已成为当今孤子理论研究的一

个热点 +自从楼森岳等［"］提出求解（" ’ !）维 ;5<2=>
?02@560A23（;?）方程的变量分离法后，近年来变量分

离法在 " ’ ! 维非线性模型应用上取得极大的成功，

不仅揭示出一大类（" ’ !）维非线性演化方程，如（"
’ !）维 B/CD/3/E>B.</E.<>*2A2:.<（BB*）方程、不对称

的（" ’ !）维 BB* 方程、（" ’ !）维 -6.26>(5F9 方程、

（" ’ !）维不对称 ;? 方程、（" ’ !）维 ?GD6H)/3I26 方

程、（" ’ !）维色散长波（;1J）方 程、（" ’ !）维 A/32>
K.6).3 方程、（" ’ !）维 (.602@2I>)2 *6/2A（()*）方程、

（" ’ !）维长短波共振作用方程、（" ’ !）维 45GG56/ 方

程、（" ’ !）维 LM:.@/0C>(5F9>B2@2::>?2IF6（L(B?）方

程、（" ’ !）维破裂孤子方程［#—#&］等等，存在一类可

以用

! N
（"$ "# O "! ""）#$#%

（"$ ’ "! # ’ "" & ’ "# #&）" （!）

形式 表 示 的 变 量 分 离 通 式 解，而 且 还 发 现 了 十

分丰富的相干结构，如 )6.8/.3A，A.:/0.PPA，925E.3A，
G.895G0.3A，P.:).3A，:F89A，呼吸子，瞬子，环孤子，

局域混沌斑图，局域分形斑图结构等等 + 本文以一

般的（" ’ !）维不可积的 ()* 模型［!$］

’( ’ ’$$$ O "’)$ O *’$) N $， （"）

’$ N )% （#）

为例研究一类新型的（" ’ !）维孤子结构 +方程（"），

（#）是（! ’ !）维浅水波方程［#Q，#R］

)$$$( ’ ")$)$( ’ *)()$$ O )$( O )$$ N $ （%）

的（" ’ !）维的一个推广 +虽然（%）式中的常数 " 和 *
在实际的物理问题中是任意选取的，然而仅当 " N
"* 和 " N * 时模型才是完全可积的［#R—#S］+对于方程

（"），（#），仅当 " N * 时才是完全可积的［#R，#S］+ 本文

讨论方程（"），（#）在 " N * 时的一类变量分离新解，

并研究新型的孤子结构 +

" ,（" ’ !）维非线性 ()* 方程的变量分

离新解

对于方程（"），（#），我们先假定 * N "，为了利用

变量分离法，并做如下 -TGE:F3) 变换：

’ N O Q
"（:3 +）$% ’ ’$，

) N O Q
"（:3 +）$$ ’ )$，

（&）

式中，+! +（$，%，(），’$!’$（$，%，(），)$! )$（$，%，(）

为实函数，’$，)$ 为方程（"），（#）的一个任意种子解 +
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把（!）式代入方程（"）得如下形式：

!"（ !""""# # !"#$ ）# !（$ !# !"""" # " !"# !"""
$ % !" !"""# $ !$ !"# $ !"$ !# $ !" !#$ ）

#（" !# !" !""" $ & !" !"# !"" # & !"" !""# # " !" !# !$ ）

$ %&’" !（ !!"# $ !" !#）$ %’’" !（ !!"" $ !""）

$ %&’（ !" !""# $ !!# !"" $ " !!" !"# # " !"" !#）

$ %’’（ !" !""" $ ( !!" !"" # " !("）) ’* （&）

由于 ’’，&’ 为方程（"），（(）的一个任意的种子解，因

而把（!）式代入方程（(），方程（(）自动满足 *
文献［+］研究了 % ) ( 时的情况，选取种子解

’’ ) ’，&’ ) &’（"，$），及变量分离函数

! ) , # %, (（"，$）# %" )（#，$）# *(（"，$）)（#，$）*
（-）

获得（" # ,）维 ./0 方 程 的 具 有 两 个 任 意 函 数

(（"，$），)（#，$）的变量分离通解，

’（"，#，$）)
")#("（%, %" $ *）

（, # %, ( # %" ) # *()）" ， （+）

&（"，#，$）)
"（%, # *)）" ("

"

（, # %, ( # %" ) # *()）"

$
"（%, # *)）(""

（, # %, ( # %" ) # *()）# &’，（1）

式中 )（#，$），&’（ "，$）有限制条件 * 经过深入研究，

我们发现方程（"），（(）还可以选取如下种子解及变

量分离函数：

’’ ) ’’（#）， &’ )!’， （,’）

! ) ), # )" (， （,,）

式中，),!),（ #），)"! )"（ #），’’! ’’（ #）为变量 #
的任意函数，(!(（"，$）为变量 "，$ 的任意函数，!’

为任意常数 * 把（,’），（,,）式代入（&）式，经过整理

后得

（), )"# $ ),#)"）（("$ # ("""" $ %!’ (""）

$ %), )" ’’ (""" $ %)"
" ’’（(("" $ ("

"）" ) ’*（,"）

由方程（,"）可分离得到

’’ )
+’（), )"# $ ),#)"）

), )"
， （,(）

(, # (""" $ %+’ ("" $ %!’ (" ) ’， （,%）

(("" $ ("
" ) ’* （,!）

方程（,%），（,!）有如下形式的三个解：

(,（"，$）) 234（," # -$ # "’），

- ) $ ,( # %+’ ," # %!’ ,；
（,&5）

("（"，$）) 234（$ 6 ," # -$ # "’ 6），

- ) $ ,( # %!’ ,，

+’ ) ’， （,&7）

((（"，$）) 234（ 6 ," # -$ # "’ 6），

- ) $ ,( # %!’ ,，

+’ ) ’ *

（,&8）

从而我们获得（" # ,）维 ./0 方程的具有任意函数

),（#），)"（#）的另一类变量分离解

’（"，#，$）)
+’（), )"# $ ),#)"）

), )"

$
&（), )"# $ ),#)"）("

%（), # )" (）" ， （,-）

&（"，#，$）) $
&), )" (""

%（), # )" (）" #!’， （,+）

式中 ,，"’，+’，!’ 为任意常数，函数 (（ "，$）满足

（,&）式 *从（,-），（,+）式可见，变量分离解中含有两

个任意函数 ),（#），)"（#），且场变量 ’（"，#，$）的解

（,-）式是叠加型的 *利用 ),（ #），)"（ #）函数的任意

性，我们可以构造出（" # ,）维 ./0 方程一类新的孤

子结构 *

( 9 新型的（" # ,）维孤子结构

以往文献都是以变量分离通式（,），也就是场变

量 ’（"，#，$）（+）式来构造（" # ,）维的各类孤子结

构 *本文中，我们以场变量 &（ "，#，$）（,+）式来讨论

相应的孤子结构，从而揭示出一些新孤子结构及其

特征 *

!"#" 孤立波结构

如果选择任意函数 ),（ #），)"（ #）及 (（ "，$）为

如下形式：

), ) ,!，

)" ) 234（8:;（#）），

( ) 234（" $ % $），

（,1）

且 % ) $ (，+’ ) ’，!’ ) ,，则得到（" # ,）维 ./0 方程

的场 变 量 &（"，#，$）的 周 期 型 孤 立 波 解，如 图 ,
所示 *

如果选择任意函数 ),（ #），)"（ #）及 (（ "，$）为

如下形式：

), ) ,，

)" ) 234（8:;（#）），

( ) 234（$ 6 " $ % $ $ , 6），

（"’）

且 % ) $ (，+’ ) ’，!’ ) ,，则得到（" # ,）维 ./0 方程
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图 ! 由（!"）式表示的场变量 !（ "，#，$）在（!#）式下 $ $ % 时的周

期型孤波结构 % $ & ’，&% $ %，!% $ !

的场变量 !（"，#，$）的另一类周期型孤波解，如图 (
所示 )

图 ( 由（!"）式表示的场变量 !（，"，#，$）在（(%）式下 $ $ % 时的

周期型孤波结构 % $ & ’，&% $ %，!% $ !

!"#" 环状孤子结构

如果选择任意函数 ’!（ #），’(（ #）及 (（ "，$）为

如下形式：

’! $ !*，

’( $ +,-（ . # .），

( $ +,-（ . (" & " $ .），

（(!）

且 % $ & ’，&% $ %，!% $ %，则得到（( / !）维 012 方程

的场变量 !（ "，#，$）的环状局域孤子结构，如图 ’
所示 )

如果选择任意函数 ’!（ #），’(（ #）及 (（ "，$）为

图 ’ 由（!"）式表示的场变量 !（ "，#，$）在（(!）式下 $ $ % 时的环

状局域孤子结构 % $ & ’，&% $ %，!% $ %

如下形式：

’! $ *%，

’( $ +,-（#(），

( $ +,-（ . " & $ .），

（((）

且 % $ & ’，&% $ %，!% $ %，则得到（( / !）维 012 方程

的场变量 !（"，#，$）的另一类环状局域孤子结构，如

图 3 所示 )

图 3 由（!"）式表示的场变量 !（ "，#，$）在（((）式下 $ $ % 时的环

状局域孤子结构 % $ & ’，&% $ %，!% $ %

!"!" 曲线型孤子结构

如果选择任意函数 ’!（ #），’(（ #）及 (（ "，$）为

如下形式：

’! $ ’%，

’( $ +,-（& #(），

( $ +,-（ . " & 3 $ .），

（(’）

且 % $ & ’，&% $ %，!% $ !，则得到（( / !）维012方程
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的场变量 !（ "，#，$）的曲线型孤子结构，如图 !
所示 "

图 ! 由（#$）式表示的场变量 !（ "，#，$）在（%&）式下 $ ’ ( 时的曲

线型孤子结构 % ’ ) &，&( ’ (，!( ’ #

如果选择任意函数 ’#（ #），’%（ #）及 (（ "，$）为

如下形式：

’# ’ %，

’% ’ *+,（) - # ) . -）

/ *+,（) - # / . -）， （%0）

( ’ *+,（ - " ) 0 $ -），

且 % ’ ) &，&( ’ (，!( ’ #，则得到（% / #）维 123 方程

的场变量 !（"，#，$）的另一类曲线型孤子结构，如图

. 所示 "

图 . 由（#$）式表示的场变量 !（ "，#，$）在（%0）式下 $ ’ ( 时的曲

线型孤子结构 % ’ ) &，&( ’ (，!( ’ #

0 4 结 论

本文把变量分离方法应用于（% / #）维非线性

123 方程，通过选定另一类种子解，得到了（% / #）维

非线性 123 方程的变量分离新解 "由于精确解中含

有两个任意函数 ’#（ #），’%（ #）和 一 个 条 件 函 数

(（"，$），通过适当地选择这些函数，可以获得新型

孤子结构，如周期性孤波结构、环状孤子结构、曲线

型孤子结构 " 值得指出的是，（% / #）维非线性 123
方程存在的这类新型孤子结构，是无法通过以往文献

中研究的通用变量分离表达式得到的，而且这类新型

孤子结构对于实际自然现象的解释有积极的意义 "
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