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建立了二端面转轴相对转动系统的非线性动力学方程 )对于等力矩的动力学方程进行了定性分析，得到了方
程的稳定性等性质 )用平均方法求得方程在一定条件下的近似解 )
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’ > 引 言

在研究转动运动和转动力学过程中，’8+8 年
?@45ABB<4和 CD07@4E<DF［’］通过对 ’$种核子自旋转速
的测量，发现各核子的自旋转速均有一最大值且各

不相同，为了解释这一实验现象，’8,&年 G0D/@21［%，(］

提出了转动相对论力学理论，罗绍凯［$，&］提出了转动

相对论分析力学理论 )近年来，相对论分析力学［#—,］

和转动相对论分析力学［$，&，8—’’］的研究发展了相对

论力学 ) 人们还研究了转动的非线性、变质量、
?1D6;<FF系统动力学及代数与几何结构等［’%—%$］)文
献［%&—%+］基于相对性原理，建立了圆柱体任意两
个横截面间的相对转动线性动力学方程，并对系统

进行了定量分析 )
然而，线性模型对系统的描述是粗糙的，相对转

动系统或转子系统一些常见的现象（如失稳性、分

岔、混沌等），应用线性模型将无法分析和描述 )本文
建立二端面转轴系统相对转动的非线性微分方程模

型，并对二端面等力矩系统（自治系统）进行了定性

分析，用平均方法得到方程在一定条件下的近似解 )

% > 方程的建立

与文献［%&］不同，在系统中取阻尼力（阻尼力

矩）为
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其中"J ’且""’ )将阻尼力矩公式代入动力学普
遍方程
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其中 *+（ + H ’，%，⋯，)）为广义坐标 )广义力（广义力
矩）为
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将（’），（%）式代入（&）式后得到本系统的广义力（广
义力矩）为
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将（#），（+）式代入拉格朗日方程［%&］
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这里，’ 为圆柱体任意两个横截面间的转动惯量，(
为阻尼系数，) 为扭转刚度，!% 和!& 分别为两个横

截面的转角，*% 和 *& 分别为两个横截面处的外加

力矩 ,
在工程中最关心相对转角的变化，故（+）式减去

（%-）式得
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在（%%）式中，令
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得

+) # )% +·" # )& + $ ,（ -）, （%&）
方程（%&）就是二端面相对转动系统的非线性动

力学方程，这是工程中描述转动动力传输性态的基

本方程，是相似工程学、转动能量信息测试与获取、

仪器标定等领域的理论基础 ,圆柱体一般通过两个
端面建立与其他构件的连接关系，其力学、位移条件

也是通过两个端面给定和需要测出的 ,建立圆柱体
任意横截面间的相对转动动力学方程便得到了圆柱

体相对转动的基本方程，它为进一步确定转动系统

的动力学特性奠定了基础，对此方程进行定性和定

量分析是非常重要的 ,

( . 自治系统的定性分析

在方程（%&）中，取 *% $ *&，即 ,（ -）$ -，得二端
面转轴相对转动系统的非线性动力学方程的自治方

程（系统），
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方程（%(）的等价形式为
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定理 ! 方程（%/）的零解是稳定的且是渐近稳
定的 ,
证明 构造李雅普诺夫函数
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由 )& 0 -知，/（+，.）为定正函数，又
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可见
!/
! -是常负的，于是零解稳定 ,
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在 + 轴上（不包括原点），
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故由
!/
! -的几何意义知，零解是渐近稳定的 ,

在（%(）式中，取"$ (，并令 +·$ " 0，则得
+·$ " 0，

1·$ )& + " )% 0( ,
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变形得
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定理 " 奇点 2（-，-）是方程（%*）的稳定的细
焦点 ,
证明 显然方程（%*）以 2（-，-）为中心，令
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$（+，0）$（)& " %）+ " )% 1(，
则
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! " #！!$ % & ’
所以，"（&，&）是方程（$(）的稳定的细焦点 ’
定理 ! 方程（$)）无闭轨，因此不存在极限环 ’
证明 首先，证明方程（$)）在上半平面和下半

平面内都不存在闭轨 ’令
#（$，%）! %，
&（$，%）! " !$ %! " !* $ ’

由于
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!% ! "!!$ %!"$，

因此方程（$)）在上半平面 % , &和下半平面 % % &内
无闭轨 ’
其次，证明方程（$)）没有与 $ 轴相交的闭轨 ’如

果有这样闭轨"，则存在"与 $ 轴的两个焦点 ’ 和
(，使得向量（#，&）在 ’，( 两点上分别指向上半平
面和下半平面，即函数 &（ $，%）在 ’ 与 ( 点反号 ’
由 &（$，%）的连续性，在 $ 轴 ’ 与 ( 之间存在一点
)（$&，&），使得 & 在 ) 点为零，即 &（ $&，&）! &，用公
式表述为

（" !$ %! " !* $）（ $&，&）
! " !* $& ! & ’

此即表明 ) 点恰为原点 "（&，&），即 ’，( 在原点两
侧，从而"与 % 轴相交，又 % 轴是一条轨线，由唯一
性，它不能与"相交 ’这一矛盾证明不会有与 $ 轴
相交的闭轨，即无闭轨 ’
以上论证表明方程（$)）无闭轨，因此不存在极

限环 ’

) - 在小阻尼、弱周期强迫时方程的近
似解

在方程（$*）中，取! ! *，!$ !#，*（ +）!#./0 +，
并令 $·! %，则有
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引入变换
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将（$4）式代入（$1）式得
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经整理后得
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若方程（$1）解的初始值取为 $（&）! &，$·（&）! &，则
方程（*&）相应的初始值为 ,（&）! $&，-（&）! &’又易
求方程（*&）的平均方程为
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方程（*$）满足 ,$（&）! $&，-$（&）! &的解为
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6- 结 论

针对二端面相对转动系统建立了非线性动力学

微分方程模型，证明它的自治系统的稳定性、不存在

极限环 ’同时，在一定条件下也指出了它的奇点
"（&，&）是稳定的细焦点 ’当!! *时，我们用平均方
法求得了方程在小阻尼、弱强迫时的近似解 ’
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