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研究了处于热库中的多颗粒在两个和多个瓮中的运动 *通过求解含噪声项的一维朗之万方程，获得颗粒的位

置和速度，并分析了其运动状态 *研究发现，在高温下系统处于对称态的时间较长，反之系统将会出现多个定态 *所
有运动颗粒的速率分布都满足 +,-.. 分布，非对称态的有效温度 !# 与弹性恢复系数 " 有良好的指数关系 *
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! @ 引 言

近十几年来，对运动颗粒物质及其非平衡态的

研究引起了人们的广泛关注［!—!!］*运动的颗粒由于

非弹性碰撞而发生能量的损失，因此这种开放系统

必须有外界驱动才能维持其能量的平衡，从而达到

某种非平衡定态 *对这种颗粒体系的分析是目前非

平衡态统计力学研究的一个新的典型 *
最近一系列的实验表明：处于不同外界条件下

的颗粒物质在空间分布上有多种可能的定态［!—)］，

且其速率分布不满足一般的 +,-.. 分布［(，A］*在一定

的条件下，系统将会处于非对称定态，并形成所谓颗

粒物质的“集团”（65-.?9<）现象 *如果类似于定义分子

气体的温度那样将颗粒物质的平均动能定义为有效

温度，我们发现，在产生稳定的颗粒集团现象时每个

隔间温度并不相同［’］，这与分子气体达到稳定时温

度处处相等有所不同 *这种奇异行为也是与颗粒物

质运动中的能量损耗相关，粒子数较多的隔间中每

个颗粒碰撞的概率就更大，碰撞机会也更多，所以其

平均动能越小，相应的温度就越低 *
为解释相关的实验现象，B4C>D.E4 等［’］考虑了一

个简 单 的 # 隔 间 系 统，称 为 # 瓮 模 型 * 与 早 期 的

17<98F9.? 瓮模型不同的是 # 瓮模型中颗粒跃迁概率

与一个虚拟的温度有关，而 17<98F9.? 瓮模型并没有

涉及到这一点［0］*取温度 ! G !$ H!（! : #），其中 #
表示隔间中的粒子数密度，文献［’］从该温度出发定

性解释了部分实验现象 *最近 I966>84 等［&］提出了一

个简单的动力学模型，用于模拟颗粒在 # 瓮系统中

随外界驱动的分布变化 *考虑两个硬球在一维双稳

态势阱中运动，以此形象地模拟 # 瓮模型 *硬球受到

外界热库对其作用，以此模拟外界驱动 *上述两种作

用的相对强弱将使颗粒分布从对称定态转变为非对

称定态，即对称破缺态，从而产生非平衡态相变，出

现集团现象 *
I966>84 等［&］的工作仅考虑了 # 个粒子在 # 个瓮

中的运动，对于多个粒子和多瓮情况下颗粒的动力

学行为并没有提及，而这种情况对于颗粒物质的非

平衡态研究将是个很有趣的问题 *本文在 I966>84 等

的研究工作基础上，考虑多个硬球在 # 瓮系统和 %
个硬球在 % 瓮系统的位置分布、速率分布以及各种

状态下的能量关系，并与前人的研究作了比较 *

# @ 模型及计算方法

我们考虑有 # 个处于热库中的非弹性硬球（以

此模拟颗粒物质）分别在一维双稳态和三稳态外势

场中运动（这两种势能可分别模拟 # 瓮和 % 瓮系
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每个硬球都受到与其速率成正比的摩擦力和由于热

库对其作用而产生随机外力的作用 / 无碰撞时每个

硬球的运动都遵从朗之万方程，

’
0# "(

0 )# ! " ’!
0"(

0 ) " !1（"( ）%"(（ )）， （,）

式中，"(（ ( ! ’，#，⋯，*）表示第 ( 个硬球所在的位

置，!为摩擦系数，’ 为硬球质量，"(（ )）为高斯白噪

声项，表示外界对体系的热驱动，这里取

〈"(（ )）〉! 2，

〈"(（ )）"+（ ,）〉! #’-3 .3!#(+（ ) " ,），

其中 .3 为热库温度 / 具体的模型中取 ’ ! ’，-3 !
’，# ! ’45，$ ! 2425，% ! ’24#5，& ! #45，硬球直径 /
! ’42 / 采用求解含噪声项的二阶 6789:;<7==> 方法

来求解上述方程［’#］，从而获得每一时刻硬球的位移

与速率 /在第 ( 个球与第 + 个球碰撞发生时，满足如

下速率变化规律：

01( ! 0( " ’ % 1
# （ 0( " 0+）， （&）

式中 1 表示两球的弹性恢复系数，取 2! 1!’ / 1 ! 2
表示两球发生完全非弹性碰撞，1 ! ’ 表示完全弹性

碰撞，即两球碰撞时速度互换、总能量不发生变化 /
由于本文只考虑硬球在一维势阱中的运动碰撞，所

以有 ( ! + ? ’/

, 4 模拟结果

首先，我们选择势能方程（’）来模拟多粒子在 #
瓮中的运动 /图 ’ 示出了中间两相邻小球的间距随

运动时间的变化关系 /
如果 & 个球两两处于不同势阱，表示体系处于

对称态，其余状态为非对称态 / & 个小球在一维双稳

态外势中总运动时间 ) ! ,522，体系在该运动过程

中处于对称态和非对称态的时间分别记为 )’，)# 4
如果 )’ . )#，体系处于对称态的时间将大于非对称

态的时间；如果 )’ @ )#，则系统将有更长的时间处于

非对称态 /图 # 给出了不同热库温度 .3 下各状态的

运动时间 ) / 从图 # 中可发现：在热库温度 .3 较低

时，系统在非对称态的时间 )# 明显大于对称态时间

图 ’ 相邻两小球的间距随着运动时间的变化 * ! &，!! 24’，

1 ! 24A，.3 ! ’242

= ’，随着热库温度的逐渐增高，两曲线逐渐靠拢直到

)’ 大于 )# 4 这一过程定性地表明了当外界驱动较小

时，系统将稳定于非对称态，即颗粒趋于集团化；而

当外界驱动达到一定强度时，系统将稳定于对称态，

两个势阱中的颗粒数均等 /这与 B:))*8C 等采用平均

占据时间$’，$# 来描述系统分布状态的计算结果类

似，说明多粒子和 # 个粒子的运动一样，在不同的热

库温度下表现不同的分布状态 /

图 # 对称态时间 )’ 和不对称态时间 )# 随热库温度的关系 *

! &，!! 24’，1 ! 24A，总运动时间 ) ! ,522

随后研究三隔间的振动颗粒系统，选择外势能

方程（#），取 * ! ,，% ! ’24#5，& ! #45，热库温度 .3

! &42，摩擦系数! ! 24’，弹性恢复系数 1 ! 24A4 我

们研究 , 个小球的分布状态，把 , 个小球分别分布

在 , 个势阱的状态称为对称态，其余称为非对称态 /
同样计算时间 )’，)# 与热库温度的关系，其结果和

处于双稳态外势颗粒的分布规律相似，即热库温度

较低时非对称态所占据时间比对称态的时间长，随
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着热库温度的升高对称态逐渐占据主要地位 !
在 " 瓮模型中，外界驱动是影响颗粒分布的因

素之一，另一重要的参量就是弹性恢复系数 !，它能

够反映颗粒在碰撞中能量的耗散强弱，但文献［#］并

没有对此进行讨论 !下面我们进一步研究弹性恢复

系数 ! 对分布状态的影响 !取 " $ "，热库温度 #% $
&’(，摩擦系数!$ (’)，硬球在 " 个势阱中运动时两

种不同分布状态的时间与弹性恢复系数的关系见图

" !从图 " 可知，当弹性恢复系数较小时，也就是当两

球碰撞能量损失较大时，非对称态将占据绝大多数

时间，系统将会处于非对称定态，并形成颗粒集团；

当弹性恢复系数较大时，对称态时间 $) 多于非对称

态时间 $*，表明此时系统处于对称态的概率较大 !
从这个结果我们不难发现，系统所处的状态不仅与

外界驱动强度相关，还与其自身的能量耗损强度密

不可分 !

图 " 三稳态外势中的对称态时间 $) 和不对称态时间 $* 随弹

性恢复系数 ! 的关系 总运动时间 $ $ *((((

颗粒物质在运动中的速率分布也能在某个程度

上反映颗粒的分布状态 !一般而言，系统中存在非对

称态时，其速率不满足 +,-.. 分布，但这并非为定

论 !/011234 等［#］并没有研究其速率分布规律，为了

解该颗粒模型的速率分布情况，我们分别考虑了硬

球个数 " $ &，" $ 5，处于双稳态外势和硬球 " $ "
处于三稳态外势的运动情况来研究不同隔间数及不

同粒子数对颗粒速率分布的影响 !
首先观察硬球在双稳态外势中运动的速率分

布 !发现无论参量 "，!，!如何变化，每个硬球在运

动过程中都很好地满足 +,-.. 速率分布，见图 & ! 这

说明在我们研究的这种动力学模型中，即使颗粒的

分布出现集团现象，颗粒处于非对称态，每个粒子的

速率还是满足 +,-.. 分布的 ! 当弹性恢复系数 ! 变

小时，分布曲线将变陡峭，峰值变大而宽度变小，颗

粒的速率趋向零附近 ! 当摩擦系数!变大时，分布

曲线的波峰峰值降低而宽度变大，如果增加小球数

目，发现小球在速率为零的概率增加 !

图 & 双稳态外势不同参数下的速率分布 ! " $ &，! $ (’#，!
$ (’)；" " $ &，! $ (’#，!$ (’*；# " $ &，! $ )’(，!$ (’)；$
" $ 5，! $ (’#，! $ (’)；———是对 ! 的拟合 ! 总运动时间 $ $

"6((

观察硬球在三稳态外势中的速率分布，见图 6 !
当弹性恢复系数 ! 变小时，分布曲线将变陡峭，峰值

变大而宽度变小 ! 当摩擦系数!变大时，分布曲线

的波峰峰值降低而宽度变大 ! 我们计算了多种不同

深度势阱中粒子的速率分布，发现在热库温度不变

的前提下，速率分布与势阱的深度无关，而只与摩擦

系数、弹性恢复系数相关 !

图 6 三稳态时的速率分布 % ! $ (’5，! $ (’)；! ! $ )’(，

!$ (’)；& ! $ )’(，! $ (’"；# ! $ )’(，! $ (’)，% $ *(’6 !
———是对%的拟合

对于颗粒物质，传统意义上的温度概念已经失

去意义 !一般而言，颗粒物质的“有效温度”与颗粒的

平均动能成正比 !接下来我们分析体系在对称态和

非对称态的有效温度 ! 以上已述及，对于颗粒物质，
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体系的温度可由系统中颗粒的平均动能来定义 !为
此可定义两个有效温度如下：
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式中，""，"( 分别表示系统处于对称态和不对称态的

时间，!"，!( 分别表示两种状态下系统的有效温度 !
观察三隔间系统中这两个有效温度与弹性恢复系数

( 的关系，发现当热库温度 !- # ./) 保持不变时，对

称态温度 !" 在 ./) 附近徘徊，几乎不变，而非对称

态温度 !( 随 ( 呈现很好的指数关系，见图 0 !无论 (
如何变化，对称态温度总比非对称态温度高 !图 1 已

表明，在 ( 较大时对称态在颗粒分布中占主要地位 !
由此我们可知：体系对称态有效温度并非完全低于

非对称态有效温度，有效温度的高低不能决定体系

处于何种定态 !这与前人对于颗粒分布状态和颗粒

温度关系的结论有所差别［0，2，3］!对于一般的颗粒物

质，人们普遍认为定态的温度要比其他状态的温

度低 !

图 0 不同弹性恢复系数 ( 时的有效温度 !"，!(

分析本文模型中的颗粒物质，我们不难发现粒

子除有动能之外还具有势能，即使处于同一个隔间

的不同颗粒，由于其位置的不同而具有不同的势能 !
既然系统温度与系统状态不能相对应，我们随后

考虑系统总能量与系统分布状态之间的关系 !定义

对称态和非对称态的总能量 )"，)(，
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观察总能量随着弹性恢复系数的变化，见图 2，我们

发现这时在 ( 5 )/3,，对称态总能量 )" 低于非对称

态总能量 )( / 因此，在本文的模型中，系统能量的

大小决定了系统会稳定于何种状态，系统稳定时总

能量最低 !

图 2 不同弹性恢复系数 ( 时的总能量 )"，)(

. / 结 论

本文通过求解一维朗之万方程的方法，确定了

小球在 ( 个和 1 个势阱中运动的位置以及速度，来

模拟颗粒物质运动的瓮模型 !外界温度升高、弹性恢

复系数增大或是摩擦系数减小都能使体系更长时间

处于稳定对称态 !定量地表明了颗粒物质分布状态

和这三个参量的关系 !对于该模型中颗粒物质的速

率，发现颗粒具备良好的 67899 分布，而不管外界参

量如何变化或是体系中是否出现集团现象 !对于体系

的有效温度，当碰撞系数 ( : " 且 !- 较小时，非对称

态的有效温度 !( 总是低于对称态温度 !"，并且 !(

与 ( 具有良好的指数关系 !系统在定态时能量最低 !

［"］ ;7< *=> ?==> @，;7< *=> A==$= B，CDE9= @ ())( +,-# ! ./& !
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