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研究了有限的多自由度耦合哈密顿系统能量耗散过程的动力学问题 ) 通过数值模拟，实现有关自由度的能量

耗散过程，采用功率谱方法研究有关系统运动中的坐标 !（ "）或动量 #（ "）的演化过程 ) 结果发现：在有关系统的能

量耗散过程中，有关自由度运动的频率成分向高频和低频方向都有明显展宽，随着无关系统自由度增多，展宽明显

增加；低频成分比较稳定，高频成分随着时间的演变逐渐减少 )
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$ = 引 言

有限多自由度体系能量耗散过程中不同自由度

的动力学行为是统计物理学中的基本问题［$］，也是

当代科学很多领域（如核物理、生物物理等）的重要

问题［%—*］，讨论有限系统中能量耗散过程的动力学

特性具有深远的意义 ) 已有的理论工作指出，从微

观动力学角度通过耦合主方程理论能够推导出输运

方程来描述能量耗散过程［&—$#］，为进一步研究多自

由度耦合体系的动力学问题提供了理论依据 ) 但在

以往的相关研究中，整个微观系统被分成“有关”和

“无关”的两个子系统，采用 >0?@9A1? 方程或 B5CC9D.
E20?<C 方程对有限系统进行描述，无关子系统往往

被假设成有无限个自由度、具有遍历性的热浴或与

时间有关的正则系综［$$，$%］) 若整个体系的自由度是

有限的，则不能简单地将无关子系统看作热浴 )
在最新关于非线性多自由度耦合系统的理论研

究中，通过自洽集体坐标方法［+］将多自由度体系最

优化地划分成两个子系统，取一个自由度作为集体

（有关）自由度，其余都看作内禀（无关）自由度，对有

关自由度的动力学特征进行了分析 ) 结果发现有关

自由度的能量耗散运动经历了三个过程：解相过程、

非平衡弛豫过程和饱和过程，同时发现能量耗散过

程的非平衡弛豫是反常扩散［’，(］)数值模拟可以给出

耗散过程中各子系统哈密顿量随时间的变化曲线，

而从坐标或动量入手来研究耗散系统动力学问题更

加简便 )本文的工作主要是对能量耗散过程中有关

自由度运动的动力学变量 !（ "），#（ "）构建功率谱，

以获得有助于深入理解能量耗散过程动力学特性的

信息 )由于问题的复杂性，这里只讨论与有关系统运

动相关的功率谱 )

% )理论模型与数值模拟

在有限的哈密顿系统中，引入正则坐标系，借助

自洽集体坐标方法把一个轨道分成集体自由度和内

禀自由度，系统被分成有关和无关两个子系统 )整个

体系的哈密顿量可表示为

$ F $! G $" G $<5; ) （$）

系统!""被分成两个子空间!和"，这两个子空

间中的正 则 坐 标 各 自 为!% ，!
!
% H % F $，⋯ 和"#，

"
!
# H#F $，⋯，其中 $! 只与!空间坐标有关，$" 只

与"空间坐标有关，而 $<5; 与!和"两个子空间的

坐标都有关 )这些坐标随时间的变化满足正则方程 )
通过集体自洽坐标方法定义的正则坐标系消除了有

关系统与无关系统之间的线性耦合［&］)
从分布函数$（ "）的 >15;A1229 方程出发，
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引入一对约化的分布函数，

!"（ !）! !"#!（ !），

!#（ !）! !""!（ !），
（#$）

!""!"
"##%"" %"

$
" ，

!"#!"
$##%#$%#

$
$ ，

（#&）

这里!"（ !），!#（ !）和!（ !）满足下述关系：

!"!（ !）’ (，

!""!"（ !）’ (，

!"#!#（ !）’ ()
（*）

算符 !" 定义为

!"! !""!"# ’ !"#!"" ) （+）

通过（#$）式给出的两个分布函数，（(）式中的哈

密顿量可以分解成以下形式：

# ’ #" , ## , #-./

’ #" , #"（ !）, ## , ##（ !）

, #!（ !）0 $1（ !），

#"（ !）! !"##-./!#（ !），

##（ !）! !""#-./!"（ !）， （2）

$1（ !）! !"#-./!（ !），

#$34"（ !）’ #"（ !）, ##（ !），

#!（ !）! #-./ 0 #$34"（ !）, $1（ !）)
对应的 56./36774 算符可以表示为

% ’ %" , %# , %-./，

%-./ ’ %"（ !）, %#（ !）, %!（ !）0 %1（ !），

%"& ! 6｛#"，&｝，

%"（ !）& ! 6｛#"（ !），&｝，

%#& ! 6｛##，&｝，

%#（ !）& ! 6｛##（ !），&｝， （8）

%-./ & ! 6｛#-./，&｝，

%!（ !）& ! 6（#!（ !），&｝，

%1（ !）& ! 6｛$1（ !），&｝! 1 )
借助一个与时间有关的投影算符［+，9，:］

’（ !）’!"（ !）!"" ,!#（ !）!"# 0!"（ !）!#（ !）!""!"#，

（9）

可以把分布函数!（ !）分解成可分离部分和关联

部分，

!;（ !）! ’（ !）!（ !）’!"（ !）!#（ !），

!-（ !）!［( 0 ’（ !）］!（ !）， （:）

!（ !）’!;（ !）,!-（ !）)
从（<）式可以得到，

!
·

;（ !）’ 0 6’（ !）%!;（ !）0 6’（ !）%!-（ !），（(1）

!
·

-（ !）’ 0 6［( 0 ’（ !）］%!;（ !）

0 6［( 0 ’（ !）］%!-（ !）) （((）

通过引入一个演化算符

(（ !，!=）’ )4>? 0 6#
!

!=
%%［( 0 ’（%）］{ }% ，（(<）

可以得到关于!;（ !）的主方程，

!
·

;（ !）’ 0 6’（ !）%!;（ !）0 6’（ !）%(（ !，! 7）!-（ ! 7）

0 6#
!

!7
% !=’（ !）%(（ !，!=）［( 0 ’（ !=）］%!;（ !=），

（(#）

这里，) 表示一个时序算符，! 7 表示初始时刻 ) 容易

证明（(#）式时间积分中的 56./36774 算符 % 可以替换

成 %-./，把!;（ !），’（ !）用!"（ !），!#（ !）来表示，将算

符 !"" 和 !"# 分别作用到（(#）式两边，从而得到耦合

主方程

!
·
"
（ !）’ 0 6［%" , %"（ !）］!"（ !）

0 6!"#［%" , %-./］(（ !，! 7）!-（ !）

0#
!

!7
%%!"#%!（ !）(（ !，%）%!（%）!"（%）!#（%），

（(*$）

!
·
#
（ !）’ 0 6［%# , %#（ !）］!#（ !）

0 6!""［%# , %-./］(（ !，! 7）!-（ !）

0#
!

!7
%%!""%!（ !）(（ !，%）%!（%）!"（%）!#（%）)

（(*&）

（(*）式所给出的耦合主方程与（<$）式是完全等价

的，而且可以作为导出输运方程并解释其基本假设

的一般性理论框架［2］) 但是（(*）式的具体形式十分

复杂，难以得到解析解，为了研究有限多自由度耦合

体系的运动，需要用计算机来模拟［2，8］一个能量耗

散过程 )
在数值模拟中，有关系统采用一维谐振子，

#"（*，+）’ +<

<, , (
< ,&< *<， （(+）

式中，* 表示坐标，+ 表示动量，, 表示谐振子质量，

&为圆频率 )
对无 关 系 统 的 模 拟 采 用 "@A4"B6@C$;D$@E7$B

（"@ACE）模型，

## ’%
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其中
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! ! "
!#

（! $!
"），

" ! "
!#

（!
" %!），

（"&’）

!# ! "
!#

（"# $"
"
# ），

"# ! "
!#

（"
"
# %"#），

（"&(）

$) 代表无关系统自由度数 *
关于两子系统之间的耦合作用，选取下列非线

性形式：

%+,- !#（!# !#
" % !#

. !#
"，.）* （"/）

这里，!. 和 !"，.表示一个轨道在相互作用开启时刻

集体自由度的坐标和某个内禀自由度的坐标；!"

是!0123 系统中第一个振子的坐标，它在数值模拟

中担任门变量的作用，将无关系统的影响传递给有

关系统；#表示耦合强度 *
分布函数$（ &）由伪粒子方法给出，

$（ &）! "
$4#

$4

’ ! "
%（! % !’（ &））%（" % "’（ &））

5$
$)

# ! "
%（!# % !#，’（ &））%（"# % "#，’（ &）），（"6）

式中 $4 代表伪粒子总数，即总的轨道数目 *（"6）式

定义了一个系综，每个组成系统都由集体自由度与

一个内禀轨道相耦合 * 集体变量 !’（ &）和 "’（ &）以

及内禀变量 !#，’（ &）和 "#，’（ &）｛# ! "，⋯，$)｝确定了

& 时刻第 ’ 个粒子的相空间代表点，这些变量随时

间的变化满足正则方程 *
各部分哈密顿量和总哈密顿量定义为

〈%〉!%%$（ &）)!)"$
$)

# ! "
)!# )"# * （#.）

数值模拟中，参数选取如下：( ! "，& ! .7#8，

#! .7.."8，$4 ! 9...，’:; ! "..’+,<（’:; 为开启耦合

作用的时间，’+,<表示有关系统的特征时间），有关自

由度能量 )! ! 9.，每个无关自由度的能量(! ".，以

满足文献［"］中指出的三个微观条件 * 图 " 给出了

%!，%"，%+,- 和总的哈密顿量 % 的统计平均值随时

间 & 的变化情况 *

图 " 各部分哈密顿量和总哈密顿量 （’）$) ! #，（(）$) ! =，（+）$) ! /，（)）$) ! ">
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有限系统中的能量输运过程可以分为三个过

程，即解相过程、非平衡弛豫过程和饱和过程［!，"］#
有关自由度的运动在解相过程中能量变化非常剧

烈，子系统之间能量输运达到平稳以后有关自由度

运动的变化不再剧烈 # 从图 $ 可以看出当无关自由

度数比较大时，比如 !% & ’ 或 $! 时，整个系统最终

满足能均分定理，所以以上给出的关于有关自由度

能量耗散过程的数值模拟是合理的，可以继续讨论

能量耗散过程中的动力学问题 #
通过分析 "（ #）和 $（ #）的功率谱，能够从动力

学角度得到关于能量耗散过程的信息 # 在统计物理

学中，根据 ()*+*,-./)+01/)+* 定理，与时间有关的变

量 %（ #）的谱密度定义为

&（!）& $
2!!

3

43
*4)!"〈%（ #5）%（ #5 6"）〉%"，（2$）

%（ #）的关联函数定义为

’（"）&〈%（ #）%（ # 6"）〉

& 7)8
("3

$
(!

(

5
%（ #）%（ # 6"）% # # （22）

（2$）式中的 #5 表示起始时刻 # 作为初步研究，这里

只讨 论 有 关 自 由 度 的 运 动 受 到 环 境 影 响 之 后 的

变化 #

9 #功率谱分析

利用傅里叶变换可以分别得出 "（ #）和 $（ #）的

谱密度 # 如果 !% 给定，则无论对于有关自由度还是

无关自由度，讨论 "（ #）的谱密度分布和讨论 $（ #）
的谱密度分布是等价的，即 "（ #）的功率谱若在某个

频率!处出现峰值，则在 $（ #）的功率谱中也会相应

地在!处出现峰值，以下给出的都是关于 $（ #）的功

率谱 #
图 2 给出当（2$）式中 #5 &":; 时有关自由度动

量 $（ #）的功率谱随环境自由度数增加的变化情况 #
表 $ 列出了图 2 所示功率谱的频率特征细节，

"!表示有明显峰值出现的频率范围，!1 表示最强

峰值对应的频率，"5 表示 #5 & $55"1<7时 $（ #）的关联

图 2 #5 & $55"1<7时有关自由度动量 $（ #）的功率谱 （=）!% & 2，（>）!% & ?，（1）!% & ’，（%）!% & $!
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表 ! !" # !""!$%&时有关自由度动量 "（ !）的功率谱频率特征

#’ !" "$ !"

( " )(*—")++ " )(, * ),
- " )!.—")-( " )(/ * )*
/ " )!,—")0+ " )+" * )+
!0 " )!!—!)(" " )+( - )/

时间 ) 从图 ( 中可以看出，随着 #’ 增大，"（ !）功率

谱上出现峰值的频率范围明显展宽，最强峰值向高

频方向移动，"（ !）的关联时间减小，随着 #’ 的变化

有关系统的运动都不同程度地趋向于混沌 ) 由于在

谱密度的计算中 !" 取为 !""!$%&，所以图 ( 给出的功

率谱 主 要 体 现 解 相 过 程 中 有 关 系 统 运 动 的 频 率

特征 )
当 !" # !("!$%& 时，对应有关系统运动的非平衡

弛豫过程如图 + 所示，有关自由度动量 "（ !）的功率

谱与图 ( 的结果相比，分布峰值的频率范围向高频

方向的展宽明显减弱（#’ 越大展宽就越明显），最强

峰值对应的频率没有明显变化，但是峰值明显减弱，

"（ !）的关联时间进一步减小（见表 (），有关系统的

运动达到混沌 ) 随时间的推迟，"（ !）功率谱中高频

成分减弱（#’ 越大减弱就越明显），但是低频成分没

有明显变化，说明 "（ !）长期变化的规律相对稳定，

图 + !" # !("!$%&时有关自由度动量 "（ !）的功率谱 （1）#’ # (，（2）#’ # -，（$）#’ # /，（’）#’ # !0

表 ( !" # !("!$%&时有关自由度动量 "（ !）的功率谱频率特征

#’ !" "$ !"

( " )(*—")+( " )(, * ),

- " )((—")+/ " )(/ * )*

/ " )!.—")** " )+" * )+

!0 " )!*—")/( " )+( - )0

这是因为解相过程相对于非平衡弛豫和饱和过程是

很短暂的 )
当 !" # (""!$%& 时，对应有关系统运动的饱和过

程如图 - 所示，有关自由度动量 "（ !）的功率谱频率

特征与图 + 相比没有明显变化，而 "（ !）的关联时间

进一步减小（见表 +）)
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图 ! !" # $""!%&’时有关自由度动量 "（ !）的功率谱 （(）#) # $，（*）#) # !，（%）#) # +，（)）#) # ,-

表 . !" # $""!%&’时有关自由度动量 "（ !）的功率谱频率特征

#) !" "% !"

$ " /$0—"/.$ " /$1 0 /-

! " /$$—"/.- " /$+ 0 /$

+ " /,2—"/00 " /." 0 /"

,- " /,1—"/1$ " /.$ ! /-

! 3 结 论

本文讨论了多自由度耦合体系中有关自由度的

动力学行为，结果发现有关自由度的运动在环境影

响下，谱密度分布向高频方向移动，频率分布范围明

显展宽，有关自由度的运动也达到混沌状态 / 从有

关自由度的动量 "（ !）的频率成分随时间的变化看，

在各无关自由度的影响下，有关系统运动的频率成

分向低频和高频方向都有展宽，解相过程出现明显

高频成分，在随时间的演变过程中高频成分明显减

弱，整个过程中低频成分无明显变化，即长期的变化

规律相对稳定 / 环境自由度越多，则在解相过程中

有关自由度的动量 "（ !）频率分布的展宽越大，最强

峰值对应的频率值向高频方向的移动就越明显，在

非平衡弛豫过程中，高频成分的减少也就越明显，这

主要是因为环境自由度越多对有关系统的运动影响

就越大 /
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