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以小振幅波理论为基础，利用摄动方法研究了三层密度成层状态下的界面内波，求得了三层成层状态下各层

速度势的二阶渐近解及界面内波波面位移的二阶 +,-./0解 1结果表明：一阶解为正弦波解，与传统线性理论的结果
相一致；二阶解描述了界面波的二阶非线性修正及两界面波之间的非线性相互作用；一阶解及二阶解都依赖于各

层流体的厚度及密度 1 23/4535导出的理论结果为本文的特殊情形 1
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! C 引 言

长期以来，人们对内波进行了广泛的研究 1例
如，+,-./0［!］提出了两层密度成层海洋内波理论，
D53>［"］，E/F5;,［#］及 G/;=539;［*］分别研究了小振幅内
波、内长波及内孤立波的特性 1 E5H90 和 IBJ9H-0［)］在
两层密度分层流体中进行了内孤立波的实验，将实

验得到的波速及波剖面图与解析和数值结果作了对

比 1 K0L=9 和 M5<5,5［%］将 +,-./0 展开技术应用于沿两
层无限深流体界面传播的内波，得到了五阶解 1
N-:4/J［’］利用傅里叶展开方法计算得到了沿两层无
限深流体界面传播的大振幅内波的直到三十一阶的

级数解 1 O--P 和 GL,Q/J［R］利用实验方法研究了从浅
水区域向深水区域传播的内波特性，他们发现，在浅

水区域 OAS理论与实验所测的内波波面位移数据
符合得非常好，但是在深水区域 G/;=539;8T;- 深水
理论与实验结果偏差较大 1 UL;5.-0Q9 和 T.9.5V5［(］

讨论了沿位于刚性上边界和平底之间的两层非黏性

不可混溶流体界面传播的大振幅内长波的二维无

旋运动，他们检验了这些波在波长上限处的特点，

并定义了对一个大振幅孤立波的临界条件 1最近，
23/4535［!&，!!］导出了沿两层密度不同的有限深度流
体界面传播的内波的二阶和三阶 +,-./0解，且利用

一个造波水槽进行了实验，并将实验结果与理论结

果作了比较；+-;<［!"］得到了两层密度分层流体系统
中内波的二阶随机波解 1这些讨论都是针对两层密
度成层水域内波 1然而，真实海洋密度成层现象非常
复杂，有时明显呈多层成层状态 1这样，利用两层界
面内波理论常常难以合理地描述海洋内部的波动规

律 1因此，开展多层密度成层流体界面内波研究是非
常必要的 1章守宇和杨红［!#］在线性情形下研究了三
层密度成层水域内波 1
多层密度成层内波运动是通过非线性波动方程

来描述的，寻求其解在非线性问题中占有非常重要

的地位 1目前，已有许多求解非线性波动方程的方
法，如摄动方法［!&—!"］、齐次平衡法［!*—!%］、W5B->9椭圆
函数展开法［!’］、各种双曲函数方法［!R］及一般的投影

X9BB5,9方程方法［!(］等 1本文以小振幅波理论为基
础，利用摄动方法研究了三层密度成层状态下的界

面内波，求得了三层密度成层状态下各层流体速度

势的二阶解及界面内波波面位移的二阶 +,-./0解 1

" 1基本方程和边界条件

我们考虑水深 ! 为一常数，密度呈三层成层的
不可混溶流体 1设流体为无黏性不可压缩，并忽略地
球旋转的影响 1如图 !所示，取静止水面向右为 " 轴
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正方向，垂直向上为 ! 轴正向 !自水面而下，密度成
层流体的厚度分别为 ""，"# 和 "$，密度分别为!

（"），

!
（#）和!

（$）!当水面静止时，不同密度流体之间构成
的各界面水深坐标分别为 !%，!"，!# 和 !$，!% & % 表
示水面，!$ 表示底面 !假定流体是无旋的，其速度由
势函数"（ #）（$，!，%）（ # & "，#，$）表示为

&（ #） & !"
（ #）

!$ ，

’（ #） & !"
（ #）

!! ，
（"）

这里 &（ #）和 ’（ #）分别是第 # 层流体水粒子在 $，! 方
向的运动速度，#

（"），#
（#）分别为界面 "、界面 # 处的

波面位移，即分别为相对于静止时水面 ! & !" 及 !
& !# 算起的位移 !

图 " 三层密度成层水域结构及内波示意图

对于第 #（ # & "，#，$）层流体，有连续方程

!&（ #）

!$ ’!’（ #）

!! & %! （#）

将（"）式代入（#）式，即得各层流体速度势满足的
()*+),-方程
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上表面及下底面分别是刚性边界，即
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各层流体界面上的运动学边界条件为
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动力学边界条件为
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这里 ( 为重力加速度 !

$ !界面内波二阶 4567-8解

类似于 9:-;):)［"%，""］和 46<=［"#］对两层流体系统
中内波的研究，利用摄动方法来求解上述基本方程

和边界条件（$）—（"$）式 !设$为一个小参数，将

"（ #）（ # & "，#，$），#
（ #）（ # & "，#）按小参数$展开为

"（"） &$"（"）" ’$#"（"）# ’ )（$$）， （".）

"（#） &$"（#）" ’$#"（#）# ’ )（$$）， （"/）

"（$） &$"（$）" ’$#"（$）# ’ )（$$）， （"0）
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这里，) 是阶符号，下标"和#分别表示一阶和二
阶近似 !在推导基本方程组时，为方便处理，将界面
! & !# ’#

（ #）（ # & "，#）处的边界条件分别替代为 ! &

!#（ # & "，#）处的边界条件 !为此，将"（ #）（ # &，"，#，$）

关于 ! 在 ! & !#（ # & "，#）分别展开为 >);+6?级数，连

同（".）—（"2）式一起代入（$）—（"$）式，比较$同次
幂的系数，即可得到"（ #）

" ，#
（ #）
" ，"
（ #）
# ，#
（ #）
#（ # & "，#，$）

满足的控制方程及边界条件 !
一阶方程及边界条件为
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二阶方程及边界条件为
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!"#" 一阶方程的解

设一阶方程（"&）—（!&）的解形式为

"
（"）
" $ %（"）./0（&! 1$#）， （("）
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!
（!）
! " !（!）#$%（"# &"$）， （’!）

#（(）! " %（(）（ &）%)*（"# &"$）， （’+）

#（!）! " %（!）（ &）%)*（"# &"$）， （’’）

#（+）! " %（+）（ &）%)*（"# &"$）， （’,）
这里，!（(），!（!）分别表示两个界面内波的振幅，"为
角频率，" 为波数 -
将（’(）—（’,）式代入（(.）—（!/）式，可得

0! %（(）

0 &! & "! %（(） " 1 （ &( 2!
（(）! & ! &1 " 1），

0%（(）
0 & " 1 （ & " &1 " 1）， （’3）
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0%（+）
0 & " 1 （ & " &+）- （’4）

由方程（’3）—（’4）解得 %（ ’）（ ’ " (，!，+），并代入
（’+）—（’,）式，即得

#（(）! " & ""
!（(）#$%5"&
%)*5"((

%)*（"# &"$）

（ &( 2!
（(）! & ! &1 " 1）， （’.）

#（!）! """
!（(）#$%5"（ & & &!）& !（!）#$%5"（ & & &(）

%)*5"(!

6 %)*（"# &"$）
（ &! 2!

（!）! & ! &( 2!
（(）），（,1）

#（+）! """
!（!）#$%5"（ & & &+）

%)*5"(+
%)*（"# &"$）

（ &+ ! & ! &! 2!
（!））- （,(）

此结果与通常的线性结果（见文献［(+］）是完全一
致的 -
将（’.）—（,(）式代入边界条件（!4）和（!.）式，

化简可得
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上述方程组有解的必要条件为
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于是得

"! " & !（"）8 !!（"）& ’*（"）" +
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上述两组频散关系表明三层密度成层流体界面内波

有两个运动模态，它们分别对应于两个界面波的传

播方式 -
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另外由（!"）式可得
!（"） #!$ !

（$）， （!!）
式中

!$ #［"#（"
（$） %"

（"））&#"（"
（$）’()*#$$

&"
（"）’()*#$"）］+,-*#$"

.（"
（"）#"）%$ / （!0）

显然，频散关系（!1）式依赖于各层流体的厚度
及密度 /此外，由（!!）式可知，若在界面 $处有一小
扰动，则在界面 "处将会诱导相应的与界面 $处小

扰动具有相同波数和频率的运动，且两个内波波面

位移振幅按（!!）式相互调制 /

!"#" 二阶解

为求二阶解，我们先来求二阶方程的解 /由于在
二阶方程的边界条件中含有一阶解，所以先将一阶

解代入二阶方程的边界条件中进行化简 /将（1$），
（1"）和（12）—（!$）式代入（31）—（34），（32）及（15）式
中，可得
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"
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"
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!& & $
"#

" !（"）" +,-"（#’ %#&）

& $
"#

" !（"）"［（’()*#$3）
" % "］’(+"（#’ %#& }） （ % # %"）/ （0"）

利用类似于求解一阶方程的方法可得二阶方程的解为

$（$）" # % #
# (（$） & $

"#!（$）" ’()*#$[ ]$
’(+*"#%
+,-*"#$$

+,-"（#’ %#&） （ %$ &%
（$）! % ! %5 # 5），（03）

$（"）" {#

#
# (（$） % $

"#!（$）
!（$）’(+*#$" % !（"）

+,-*#$[ ]
"

’(+*"#（ % % %"）

+,-*"#$"

%

#
# (（"） % $

"#!（"）
!（$） % !（"）’(+*#$"

+,-*#$[ ]
"

’(+*"#（ % % %$）

+,-*"#$ }"
+,-"（#’ %#&）

（ %" &%
（"）! % ! %$ &%

（$）），（01）

$（3）" # ## (（"） % $
"#!（"）" ’()*#$[ ]3

’(+*"#（ % % %3）
+,-*"#$3

+,-"（#’ %#&） （ %3 ! % ! %" &%
（"））， （0!）

%
（$）
" # (（$）’(+"（#’ %#&）， （00）

%
（"）
" # (（"）’(+"（#’ %#&）， （04）
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式中

!（!） "
"! ### $ "# #!#

#!! ### $ #!# ##!
，

（%&）
!（#） "

"# #!! $ "! ##!

#!! ### $ #!# ##!
，

#!! " $（!
（!） $!

（#））’ #"#

%（!
（!）()*+#%&!

’!
（#）()*+#%&#）， （%,）

#!# " ##! " $ #!
（#）"#

%-./+#%&#
， （01）

### " $（!
（#） $!

（2））’ #"#

%（!
（#）()*+#%&#

’!
（2）()*+#%&2）， （0!）

"! " $!
（!）"# ’（!）[# !

3（()*+%&!）
#

’ ()*+%&!·()*+#%&! $ ]2
3

’!
（#）" {# ’（!）

’（!）()-+%&# $ ’（#）

-./+%&#
()*+#%&#

$ ’（#）
’（!） $ ’（#）()-+%&#

-./+%&#·-./+#%&#

’ !
3

’（!）()-+%&# $ ’（#）

-./+%&( )
#

#

$ 2
3 ’（!）}# ，（0#）

"# " $!
（#）" {# ’（!）

’（!）()-+%&# $ ’（#）

-./+%&#·-./+#%&#

$ ’（#）
’（!） $ ’（#）()-+%&#

-./+%&#
()*+#%&#

’ !
3

’（!） $ ’（#）()-+%&#

-./+%&( )
#

#

$ 2
3 ’（#）}#

’!
（2）"# ’（#）[# !

3（()*+%&2）
#

’ ()*+%&2·()*+#%&2 $ ]2
3 4 （02）

这样，我们可以得到二阶解为

#（ (） "#（ (）
! ’#（ (）

" （ ( " !，#，2），（03）

$
（ (） "$

（ (）
! ’$

（ (）
" （ ( " !，#）4 （05）

由（%&）—（02）式可以看出，!（!）和 !（#）依赖于各
层流体的厚度及密度 4若已知 ’（!）和 ’（#），则 !（!）和
!（#）完全可由（%&）式解出，且在解的表达式中含有
’（!）#，’（#）#和 ’（!）’（#），因而二阶方程的解描述了界面
波二阶非线性修正及两界面波的非线性相互作用 4
这说明二阶解由一阶解和二阶非线性修正项及两界

面波的二阶非线性相互作用所确定，并且依赖于各

层流体的厚度及密度 4

3 4讨 论

若已知内波波动周期及初始振幅 ’（!），由频散
关系（52）及（55）式可以求得波数 % 及 ’（#），再利用
（%&）式可解出 !（!）或 !（#），于是就得到了内波波面
位移的一阶解及二阶解 4一阶解$

（!）
! 及$

（#）
! 就是通

常的线性解，而二阶方程的解$
（!）
" 及$

（#）
" 反映了二

阶非线性修正及非线性相互作用 4这具体体现在：一
阶解波面形状是正弦波，而由于这种非线性修正及

非线性相互作用，使得二阶解的波形虽然仍呈周期

性变化，但已不再是正弦波，且与正弦波相比，其波

峰变得较陡，波谷变得较平坦 4此外，一阶解与二阶
解都依赖于各层流体的密度及厚度 4
若取!

（!）!!
（#），!
（!）!!

（2）及 &!"6，此时上层
可看成是大气，) " )! 可看成是自由表面，问题简化
为文献［!1］讨论的情形 4图 #为两层密度成层流体
内波示意图，经坐标平移并对前面所得一阶解及二

阶方程的解化简可得一阶方程的解为

#（#）! ""%
’（!）()-+%) $ ’（#）()-+%（ ) $ %#）

-./+%&#

7 -./（%* $"+）， （0%）

#（2）! ""%
’（#）()-+%（ ) ’ &2）

-./+%&2
-./（%* $"+），（00）

$
（!）
! " ’（!）()-（%* $"+）， （0&）

$
（#）
! " ’（#）()-（%* $"+）， （0,）

即

#（#）! "（,（!）()-+%) ’ -（!）-./+%)）-./（%* $"+），
（&1）

#（2）! " .（!）()-+%（ ) ’ &2）-./（%* $"+）4 （&!）
这里

,（!） " !
"
!
（2）

!
（#）
"#

% ()*+%&2 $!
（2） $!

（#）

!
（#）( )$ ’（#），

-（!） ""% ’（#），

.（!） " "
%-./+%&2

’（#）， （&#）

’（!） [" !
$
!
（2）

!
（#）
"#

% ()*+%&2 $!
（2） $!

（#）

!
（#）( )$

7 ()*+%&# ’"
#

$% -./+%& ]# ’（#）4

频散关系（52）式经化简后，可得

"3 ()*+%&# ()*+%&2 ’!
（#）

!
（2( )）
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!!"（#$%&!"" ’ #$%&!"(）#!

’"
（(） !"

（"）

"
（(） #" !" ) * + （,(）

将（-,）—（,(）式与文献［.*］中（(*）—（/*）式对比，
不难看出，（-,）—（,(）式即为文献［.*］中一阶解的
结果 +

图 " 两层密度成层流体内波示意图

同理，可得二阶方程的解为

#（"）! )（$（"）#$0&"!% ’ &（"）012&"!%）012（!’ !!(），
（,/）

#（(）! ) )（"）#$0&"!（ % ’ "(）012（!’ !!(）， （,3）

$
（.）
! ) *（.）#$0"（!’ !!(）， （,4）

$
（"）
! ) *（"）#$0"（!’ !!(）， （,-）
式中

$（"） ) ! .
"!
（%. *

（"） ’%" +
（"）"），

&（"） )&. *
（"） ! .

" !&" +
（"）"， （,,）

)（"） )
!*（"） ! .

" !"%( +
（"）" #$0&!"(

!012&"!"(
+

这里

%. )"
（(） !"

（"）

"
（"） # !"

（(）

"
（"）

"!" #$0&"!"(

!012&"!"(
，（,5）

%" )"
（(）

"
（" [） !!%( #$0&!"( #$%&"!"(

! .
"!

" . ! .
"012&" !"( ) ]

(

’ .
/（(!

" ! !"%"
/）， （5*）

%( ) !
!012&!"(
， （5.）

%/ ) .
!
"
（(）

"
（"）
!"

! #$%&!"( !"
（(） !"

（"）

"
（"）( )# +（5"）

这里 *（.），*（"）仍由（4,）—（-(）式给出，只要在其中
取"
（.）) * 即可 +将（,/）—（5"）式与文献［.*］中的

（//）—（3"）式对比可知，此即为文献［.*］中二阶解
的结果 +
以上讨论表明，文献［.*］导出的理论结果为本

文的特殊情形 +

3 +结 论

以小振幅波理论为基础，利用摄动方法研究了

三层密度成层状态下的界面内波，求得了三层密度

成层状态下各层流体速度势的二阶解及界面内波波

面位移的二阶 6%$780解 +结果表明：一阶解为正弦波
解，与传统线性理论的结果相一致，且两界面波振幅

相互调制，反映了一阶解之间的线性作用关系 +二阶
方程的解反映了二阶非线性修正及两界面波之间的

非线性相互作用 +从而二阶解由一阶解和二阶非线
性修正项及两界面波之间的非线性相互作用所确

定，描述了各界面波间二阶非线性相互作用 +经过这
种非线性相互作用，使得界面波形发生变化，与一阶

解的正弦波相比，其波形仍呈周期性变化，但波峰变

得较陡，波谷变得较平坦 +一阶解与二阶解都依赖于
各层流体的密度及厚度 +此外，注意到由文献［.*］导
出的上边界为自由表面的两层流体系统表面波及内

波的一阶与二阶 6%$780解是本研究的特例 +

［.］ 6%$780 9 9 .,/- ,-./0 + 1.2+-3*#4 5"36 + 789 + ! ((
［"］ :;<= > .5(" :;*-8*;/.2390（?8@ A$B7：C$D8B EF=G1#;%1$20）H-(,
［(］ C8I;2% J .54. 5";039.6 <94./8#-.=";（K$G + !）（?8@ A$B7：

E8BL;<$2 EB800）H.
［/］ M82N;<12 O M .544 > + ?6@3* A49" + "# "/.
［3］ C;D10 P，J#B1D$0 J .54- > + ?6@3* A49" + "$ 35(
［4］ O0FN1 A，?;L;%; A .5-( > + <94./8#-.="39 789 + >=/ + "$ 4.
［-］ >$GQ8B R .5-5 > + ?6@3* A49" + $% /((

［,］ S$$H T 9，MF%&8B 9 .5,. > + ?6@3* A49" + &&" ""3
［5］ UF2;7$0&1 V，W717;@; V .5,4 > + 5";0 + 789 + >=/ + ## .",
［.*］ X<8Q;<; V .55, A4283-0 ,8!;8 A4( + B/3C + ’! .(-
［..］ X<8Q;<; V "*** A4283-0 ,8!;8 A4( + B/3C + #( ."*
［."］ 6$2L R M "**/ D48=";0 + E40 + F4(( + %& :.3(*"
［.(］ Y&;2L 6 A，A;2L > .555 > + 7"./#".3 ?30"4-340 B/3C + ! ""4（12

T&12808）［章守宇、杨 红 .555 上海水产大学学报 ! ""4］
［./］ U;2 Z 9，Y&;2L > [ .55, $9(. 5";0 + 73/ + ’) (3(（12 T&12808）
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