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根据信息论基本原理，研究了混沌时间序列相空间重构参数延迟时间和嵌入维数的选取 +提出了用符号分析

的方法计算互信息函数，确定出延迟时间，在此基础上，提出了一种估计嵌入维数的信息论方法，即根据重构向量

条件熵随向量维数的变化关系来确定嵌入维数，通过对几种典型混沌动力学系统的数值验证，结果表明该方法能

够确定出合适的相空间重构嵌入维数 +
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! ? 引 言

相空间重构在混沌时间序列分析中有着重要意

义［!—!$］，这一方法是由 @3ABCD［!E］提出的，其主要目

的是通过用单一的系统输出时间序列来构造一组表

征原系统动力学特性的坐标分量，从而近似恢复系

统的混沌吸引子 +相空间的重构通常是用系统某一

状态变量 !（"）的延迟变量 !（ " F!）来构造一个 #
维的状态向量，即

$（"）G［!（"），!（" F!），!（" F #!），⋯，

!（" F（# H !）!）］+ （!）

理论上，对于一个无限长的无噪的时间序列，延迟时

间的选取可以是任意的，但实际上这样的序列是不

可得到的，实际应用中延迟时间的选取对相空间的

重构质量有着重大的影响，因此适当地选取延迟时

间具有重要意义 + 另一方面，@3ABCD［!E］已经证明，对

于一个维数为 % 的吸引子，当嵌入维数 #"#% F !
时，重构的吸引子能保持原来吸引子的拓扑特性 +但
实际上由于一个未知的动力学系统的吸引子维数 %
是不知道的，因此这一条件在应用中没有实际意义，

而嵌入维数高于实际维数时，在混沌时间序列分析

和动力学不变量的计算中又带来多余的计算和噪

声 +因此，嵌入维数的确定也是混沌时间序列分析的

一个重要内容，有着重要意义 +
对于延迟时间，若!太小，则使得重构的坐标

之间不可分辨，携带大量的多余信息，构造出的吸引

子挤到相空间的对角线附近 +反之，若!太大，则使

得重构的坐标之间丧失实质上的因果联系 + 因此延

迟时间的选取要求平衡两种极端情况，使得重构的

坐标之间最大限度地相互独立，同时又保持各坐标

之间的动力学关系 +在延迟时间的选取中，应用最为

广泛的方法是互信息法［!’］+ 对于嵌入维数 #，则应

选取一个能充分展开吸引子的最小嵌入维数 + 本文

基于信息论基本原理，提出用符号分析的方法计算

互信息函数，确定延迟时间，在此基础上，提出一种

用重构向量条件熵确定嵌入维数的信息论方法，并

通过对几种典型的非线性动力学系统的数值计算验

证方法的可行性 +

# ? 用互信息确定延迟时间

互信息函数法是由 /I3DBI 和 -J4CCBK 给出的［!’］，

即选取表示一个时间序列相继点之间一般依赖关系

的互信息函数的第一个局部极小值点所对应的时间

作为延迟时间 +
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对于一个含有 ! 个元素的变量 "（#），记 $"（ "% ）

为变量 " 处于状态 "% 的概率，则变量 " 的信息熵定

义为

&（ "）! "!
!

% ! #
$"（ "% ）$%&’ $"（ "% ）( （’）

变量 "（#）的延迟 ’（ #）! "（ # )!）对于 "（ #）的条

件熵定义为

&（’ * "）! "!
%，(

$"’（ "% ，’(）$%&’［$ +,（ "% ，’(）-$"（ "% ）］

! &（ "，’）" &（ "）， （.）

其中 $"’（ "% ，’(）是变量 " 和 ’ 分别取状态 "% 和 ’( 时

的联合概率，&（ "，’）是变量 " 和 ’ 的联合熵

&（ "，’）! "!
%，(

$"’（ "% ，’(）$%&’［$"’（ "% ，’(）］(（/）

变量 " 和 ’ 之间的互信息定义为

)（’；"）! &（’）" &（’ * "）
! &（’）) &（ "）" &（ "，’）

! )（ "；’）( （0）

对于互信息的计算，123+42 等给出了一种等概

率划分空间格子的方法［#5］，这种方法原理上不易掌

握，计算繁琐，不便于应用 ( 另一种常用的方法是等

间距划分空间格子的方法［’6，’#］，这种方法虽然简便，

但有时不能精确确定局部极小值点，又为确定延迟

时间带来较大的误差，带有一定的随意性，同时这种

方法 的 计 算 很 繁 重 ( 本 文 考 虑 用 符 号 分 析 的 方

法［’’—’7］来计算互信息，这种方法能更精确地确定延

迟时间，且计算简便，是一种较好的计算互信息的

方法 (
给定一个由 * 个符号组成的符号集｛+6，+#，

⋯，+* " #｝和一个 * ) # 个临界点组成的集合｛,86
，

,8#
，⋯，,8*

｝，由下面的粗粒化符号规则，

若 ,8- " ,（ (）9 ,8-)#
，则 "（ (）# +- ， （:）

将给 定 的 时 间 序 列 ,（ #）转 换 成 一 个 符 号 序 列

"（#），# ! 6，#，’，⋯ (将所得符号序列进一步依次分

割成长度为 . 的短序列，并通过下式来标记和辨识

这些短序列［’’—’7］：

/,（.，%）! !
.

- ! #
*." -"（- ) %）， （7）

其中 % 表示短序列沿着符号序列 "（ #）从第 % 个符

号开始 (将符号 +- 用相应的整数 - 代替，这样每一

个短序列都可以方便地用整数集｛6，#，’，⋯*. " #｝

中的一个整数唯一地进行标记和辨别，时间序列

,（#）可进一步转换成由将这些短序列为元素依次

组成的符号序列 /,（#）(用 $/,
表示特定短序列 /, 出

现的概率，它可以用短序列 /, 在序列 /,（ #）中出现

的次数除以所有短序列的总数来计算 ( 时间序列

,（#）包含在符号序列 /,（#）中的信息量可以用下式

所示的信息熵来定量表示：

&（,）! " #
.!/,

$/,
$%&’ $/,

( （;）

由规则（:）定义的符号语言对混沌序列的信息

编码能力与分割临界点 ,8%
的数目及取值相关，一

般地，可以通过使熵 & 最大化来寻找出最优临界点

的数目和取值 (本文为了方便起见，将一个混沌序列

的取值范围分为 #6 等分，取 #6 个符号，短序列长度

取为 ’ (
同样，对于 ,（#）的延时序列 ,（ # )!），可以用

同样的粗粒化符号规则转换成符号序列 /,!（#），计

算出其信息熵

&（,!）! " #
.!/,

!

$/,
!
$%&’ $/,

!
( （5）

对于时间序列 ,（#）及其延时序列 ,（ # )!），# ! 6，

#，’，⋯，其联合熵定义为

&（,，,!）! " #
.!/, !/,

!

$（ /, ，/,!）$%&’ $（ /, ，/,!），

（#6）

其中 $（ /, ，/,!）是变量 , 处于状态 /, 而变量 ,! 处于

状态 /,!的联合概率，它可以用变量 , 处于状态 /, 而

变量 ,! 处于状态 /,! 的联合序列数除以符号序列

/,（#）和 /,!（#）的联合序列的总数来计算 (因此时间

序列 ,（#）与其延时序列 ,（ # )!）之间的互信息可

表示为

)（!）! &（,）) &（,!）" &（,，,!）

! " #
.!/,

$/,
$%&’ $/,

" #
.!/,

!

$/,
!
$%&’ $/,

!

) #
.!/, !/,

!

$（ /, ，/,!）$%&’ $（ /, ，/,!）(（##）

计算出互信息函数 )（!）在不同延时!下的值，

取 )（!）的第一个局部极小值点对应的时间!为延

迟时间，即可确定出一个合适的相空间重构延迟

时间 (

. < 用条件熵确定嵌入维数

对于一个非线性动力学系统来说，各变量是相
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互作用、相互关联的，系统任一变量的演化都包含着

各变量之间相互作用的信息，从而也包含着其他变

量的演化信息，延时坐标相空间重构就是一种从某

一变量的一批时间数据中提取和恢复出系统原来规

律的方法 ! "#$%&’［()］已经证明，可以找到一个合适嵌

入维数的空间把有规律的吸引子恢复出来 ! 基于这

一观点，本文提出用重构向量的条件熵来确定嵌入

维数 !
记重构的相空间向量

! *［"（#），"（# +!），"（# + ,!），⋯，

"（# +（$ - (）!）］

的各分量为 !( * "（ #），!, * "（ # +!），⋯，!$ *
"（# +（$ - (）!），相空间重构 也 就 是 用 重 构 分 量

!(，!,，⋯，!$ 来近似表征原系统的各变量，因此原

系统表现出来的混沌吸引子特征，也将在重构分量

!(，!,，⋯，!$ 的重构相空间中表现出来 !这样随着

重构分量逐渐增多，重构向量就能越来越完整地表

征原系统的动力学特征，当重构的分量个数增加到

一定值时，这时重构的向量已包含了原系统充分多

的动力学信息，进一步增加重构分量不会增加原系

统的动力学信息，只会携带多余的信息 !因此可以设

想分 量 !( 的 熵 %（ !( ）和 各 分 量 之 间 的 条 件 熵

%（!, . !(），%（!/ . !( !,），⋯，%（!$ . !( !, ⋯!$ - ( ）

的值将随着重构分量个数的增加由大到小逐渐减

小，直至条件熵中包含有充分多的原系统的动力学

信息，进一步增加重构分量个数，这时条件熵将出现

一个较明显的转折点，随后的条件熵将趋于平稳，这

时的条件熵表征的应是多余的信息 ! 如果取条件熵

出现较明显的转折且趋于平稳处的重构分量个数为

嵌入维数 $，可以看出这时的重构向量已包含了原

系统充分多的动力学信息，因此应是一个合适的嵌

入维数 !
对于条件熵，本文将其化为联合熵来计算，即

%（!& . !( !,⋯!&-(）

* %（!(，!,，⋯，!&）- %（!(，!,，⋯，!&-(），（(,）

其中 & * ,，/，⋯，各重构分量可用粗粒化方法分别

转换成符号序列 ’!(（#），’!,（#），⋯，’!&（ #）!为了计

算联合熵，本文提出一种矩阵标识法，将各重构分量

看成一个 # 0 & 矩阵的一列，则可以得到一个由各

重构分量组成的 # 0 & 矩阵

( *

’!(（(） ’!,（(） ⋯ ’!&（(）

’!(（,） ’!,（,） ⋯ ’!&（,）

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

’!(（#） ’!,（#） ⋯ ’!&（#













）

#0 &

!（(/）

显然矩阵 ( 的一行对应重构向量的一个符号序列

对（ ’!(（ )），’!,（ )），⋯，’!&（ )）），矩阵 ( 中各列对应

元素 相 同 的 行 对 应 的 是 同 一 个 特 定 符 号 序 列 对

（ ’!( ，’!, ，⋯，’!& ），其概率可以用矩阵 ( 中各列对应

元素相同行的行数除以矩阵的总行数来计算 !

1 2 数值验证

考虑 345%&6 方程

"·*"（* - "），

*·* +" - * - ",，

,·* "* - -, !

（(1）

取"* (7!7，- * )8/，+ * ,)! 7，用 9:&;%<=:>># 方法求

解方程（(1），步长 . * 7!7(，去除暂态过程，得变量 "
的一个 ?7777 个点数值解 ! 图 (（#）是用符号分析计

算出的互信息函数对延迟时间的关系图，可得延迟

时间为!* (@!图 (（A）是取延迟时间!* (@ 时，通过

符号分析求出的条件熵对嵌入维数的关系图，为使

结果看起来更为明显，纵坐标采用了条件熵的指数

函数 (7%（$），图中一个明显的转折处出现在 $ * /
处，因此可得嵌入维数 $ * /，这与方程（(1）相符合 !
图 (（B）是吸引子在 "* 平面上的投影图，（C）是延迟

时间!* (@ 时变量 " 的重构吸引子 !
再考虑 9D’’E%5 系统

"·* - , - *，

*·* " + /*，

,·* - + ,（" - 0）!

（(?）

取 / * 7!,，- * 7! ,，0 * (7! 7，用 9:&;%<=:>># 方法求

解方程（(?），步长 . *!8(77，去除暂态过程，得变量

" 的一个 ?7777 个点数值解 ! 图 ,（#）是互信息函数

对延迟时间的关系图，可得延迟时间为!* ?7! 图 ,
（A）是取延迟时间!* ?7 时，条件熵指数函数 (7%（$）

对嵌入维数的关系图，图中一个明显的转折处出现

在 $ * / 处，因此可得嵌入维数 $ * /，这与方程

（(?）相符合 ! 图 ,（B）是吸引子在 "* 平面上的投影

图，图 ,（C）是延迟时间! * ?7 时变量 " 的重构吸

引子 !
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图 ! 参数!" !#$#，! " %&’，" " (%)# 的 *+,-./ 系统 （0）互信息函

数 #（"）对延迟时间"的关系图；（1）条件熵指数函数 !#$（%）对嵌入

维数 % 关系图；（2）吸引子在 &’ 平面投影图；（3）重构吸引子

图 ( 参数 ( " #)(，! " #)(，) " !#)# 的 45667-, 系统 （0）互信息函

数 #（"）对延迟时间"的关系图；（1）条件熵指数函数 !#$（%）对嵌入

维数 % 关系图；（2）吸引子在 &’ 平面投影图；（3）重构吸引子
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图 ! " 维 #$%&’( 型动力学系统（)*），其中参数 ! + ),-（.）互信息函

数 "（!）对延迟时间!的关系图；（/）条件熵指数函数 )0#（$）对嵌入

维数 $ 关系图；（1）吸引子在 %& 平面投影图；（2）重构吸引子

图 " , 维 34556&% 型动力学系统（)7），其中 ’ + 0-!，( + )0，) + 8-"，"
+ 0-0) （.）互信息函数 "（!）对延迟时间!的关系图；（/）条件熵指

数幂 )0#（$）对嵌入维数 $ 关系图；（1）吸引子在 %& 平面投影图；（2）

重构吸引子

",, 物 理 学 报 ," 卷



再考虑 ! 维 "#$%&’ 型动力系统［(!］

!·) * "# + #$ * ! + %，

$·) * #! + !" * $ + %，

"·) * !$ + $# * " + %，

#·) * $" + "! * # + % ,

（-.）

取 % ) -/，用 01&2%341556 方法求解方程（-.），步长 &
) 787-，去除暂态过程，得变量 ! 的一个 /7777 个点

数值解 ,图 9（6）是互信息函数对延迟时间的关系

图，可得延迟时间!) 99,图 9（:）是取延迟时间!)
99 时，条件熵指数函数 -7’（(）对嵌入维数的关系图，

图中一个明显的转折处出现在 ( ) ! 处，因此可得

嵌入维数 ( ) !，这与方程（-.）相符合 ,图 9（;）是吸

引子在 !$ 平面上的投影图，（<）是延迟时间!) 99
时变量 ! 的重构吸引子 ,

最后考虑表现出超混沌行为的 / 维 0=>>?%$ 型

动力学系统［(@］

!·) ! * !$ + )!(，

$·) !$ * $"，

"·) $" * "#，

#·) "# * # * *+#，

+·)" + *+（# * ,）,

（-A）

取 ) ) 7, 9，* ) -7，, ) (, !，" ) 7, 7-，用 01&2%3

41556 方法求解方程（-A），步长 & )!B-77，去除暂态

过程，产生变量 ! 的一个 /7777 个点数值解 ,图 !（6）
是互信息函数对延迟时间的关系图，可得延迟时间

!) .7,图 !（:）是取延迟时间!) .7 时，条件熵指数

函数 -7’（(）对嵌入维数的关系图，图中一个明显的

转折处出现在 ( ) ! 处，但条件熵从 ( ) A 处开始

趋于平稳，因此可取嵌入维数 ( ) A，这与方程（-A）

基本相符 ,图 !（;）是吸引子在 !$ 平面上的投影图，

（<）是延迟时间!) .7 时变量 ! 的重构吸引子 ,

/ 8 结 论

本文根据信息论基本原理，研究了混沌时序相

空间重构参数延迟时间和嵌入维数的选取问题 ,用
互信息函数的第一个局部极小值确定延迟时间是一

种应用最为广泛的确定延迟时间的方法，本文提出

了用符号分析的方法计算互信息函数，确定延迟时

间，这一方法能较精确地计算出互信息函数，确定出

一个合适的延迟时间 ,在此基础上，提出了一种用重

构向量条件熵确定嵌入维数的信息论方法，通过对

"#$%&’ 动力系统、! 维 "#$%&’ 型动力系统、0=>>?%$ 动

力系统和 / 维 0=>>?%$ 型动力系统的数值计算，结果表

明，该方法能够确定出合适的相空间重构嵌入维数 ,

［-］ C:6$:6&%? D E F -. )/ -GG9 0-1 , 23, , 4&$5 , !" -99-
［(］ H>#&I> C C -GG( 6&)35： 783( .&-38$ .3 )99/:;).:3<（J%K L#$M：

N?%&1O N$%>>）

［9］ 46&5’ D 6&< P;Q$%I:%$ H -GGA =3</:<-)8 >:(- ?-8:-5 @<)/$5:5
（R6O:$I<2%：R6O:$I<2% S&IT%$>I5U N$%>>）

［!］ VQ6&2 P -. )/ (779 6&:< , 4&$5 , #$ /G!
［/］ "I1 W E -. )/ (779 6&:< , 4&$5 , #$ -9..
［.］ X6& Y R 6&< ZI6# Z R (779 @;.) 4&$5 , ?:< , "$ -7G.（I& RQI&%>%）

［甘建超、肖先赐 (779 物理学报 "$ -7G.］

［A］ X6& Y R 6&< ZI6# Z R (779 @;.) 4&$5 , ?:< , "$ --7(（I& RQI&%>%）

［甘建超、肖先赐 (779 物理学报 "$ --7(］

［@］ ZI% L -. )/ (77( @;.) 4&$5 , ?:< , "# (7/（I& RQI&%>%）［谢 勇

等 (77( 物理学报 "# (7/］

［G］ L6&2 P [ 6&< YI6 R L (77( @;.) 4&$5 , ?:< , "# (!/(（I& RQI&%>%）

［杨绍清、贾传荧 (77( 物理学报 "# (!/(］

［-7］ W6&2 C " 6&< L6&2 R Z (77( @;.) 4&$5 , ?:< , "# (A-G（ I&

RQI&%>%）［王安良、杨春信 (77( 物理学报 "# (A-G］

［--］ W%I \ " -. )/ (77( @;.) 4&$5 , ?:< , "# ((7/（I& RQI&%>%）［韦保

林等 (77( 物理学报 "# ((7/］

［-(］ W6&2 ] N，W6&2 V Y 6&< X1# Y \ (77( @;.) 4&$5 , ?:< , /- !A!
［汪芙平、王赞基、郭静波 (77( 物理学报 "# !A!］

［-9］ VQ6&2 Y P 6&< ZI6# Z R (777 @;.) 4&$5 , ?:< , !G !79（I& RQI&%>%）

［张家树、肖先赐 (777 物理学报 %& !79］

［-!］ VQ6&2 Y P 6&< ZI6# Z R (777 @;.) 4&$5 , ?:< , %& (999（ I&

RQI&%>%）［张家树、肖先赐 (777 物理学报 %& (999］

［-/］ L6&2 P [，VQ6&2 Z D 6&< VQ6# R C (777 @;.) 4&$5 , ?:< , %& .9.
（I& RQI&%>%）［杨绍清、章新华、赵长安 (777 物理学报 %& .9.］

［-.］ HI6& L R -GGA @;.) 4&$5 , ?:< , %! !!(（I& RQI&%>%）［田玉楚 -GGA
物理学报 %! !!(］

［-A］ L16& Y 6&< ZI6# Z R -GGA @;.) 4&$5 , ?:< , %! -(G7（I& RQI&%>%）

［袁 坚、肖先赐 -GGA 物理学报 %! -(G7］

［-@］ H6M%&> ] -G@- ?98:<A-8 /-;.+8- <3.-5 :< ().&-().:;5，̂ #? @G@
（\%$?I&：P_$I&2%$）9..

［-G］ ]$6>%$ C ‘ 6&< PKI&&%U D " -G@. 4&$5 , 0-1 , C ’’ --9!
［(7］ L6&2 V C，W6&2 X 0 6&< RQ%& P X -GG/ 6&:<-5- B3+8<)/ 37

63(9+.).:3<)/ 4&$5:;5 #$ !!(（I& RQI&%>%）［杨志安、王光瑞、陈式

刚 -GG/ 计算物理 #$ !!(］

［(-］ JI;Q#?> Y ‘ 6&< JI;Q#?> Y E (77- 2).&-().:;)/ C:35;:-<;-5 #(# (-
［((］ 0%;Q%>5%$ C \ 6&< WQI5% 0 \ -GG- 4&$5 , D-.. , C #"! !-G
［(9］ 0%;Q%>5%$ C \ 6&< WQI5% 0 \ -GG- 4&$5 , D-.. , C #") /-
［(!］ "%Q$O6& ‘ 6&< 0%;Q%>5%$ C \ -GGA 4&$5 , 0-1 , D-.. , () /!
［(/］ "I1 V D 6&< RQ%& P X -GGA 4&$5 , 0-1 , a "! A(GA

///( 期 肖方红等：混沌时序相空间重构参数确定的信息论方法



［!"］ #$%& ’ (，’%) * + %,& ’%-%./%-0 ’ !11! !"#$%，&$’()$*% #*+

,-#.)#’% !" "22
［!3］ 45%) 6 7，8%, 9 ’ %,& 7%, 8 7 !11: /.)# 0"1% ; &(* ; #$ !<33

（5, =>5,?.?）［肖 方 红、阎 桂 荣、韩 宇 航 !11: 物 理 学 报 #$

!<33］

［!<］ @%5?A 9 %,& +%>B? + CDDE 0"1% ; 234 ; F #! ’!3C!

!"#$%&’()$" (*+$%, ’--%$’.* ($ /+(+%&)"+ +&0+//)"1 -’%’&+(+%2
#$% -*’2+ 2-’.+ %+.$"2(%3.()$" $# .*’$(). ()&+ 2+%)+2!

45%) 6%,GH7),GC） 8%, 9I5H’),GC） 7%, 8IH7%,G!）

C）（&."$$’ $5 !(4(’ 6*7(*33-(*7 #*+ 83."#*(.%，9(’#* :(#$)$*7 ;*(43-%()1，9(’#* 3C11:D，!"(*#）

!）（!"(*# /.#+3<1 $5 6*7(*33-(*7 0"1%(.%，8(#*1#*7 "C1112，!"(*#）

（’?J?5K?& C3 L%0 !11:）

#M.NA%JN
O? >%K? .NI&5?& N>? &?N?A-5,%N5), )P &?B%0 N5-? %,& ?-M?&&5,G &5-?,.5), P)A Q>%.? .Q%J? A?J),.NAIJN5), )P J>%)N5J N5-?

.?A5?. I.5,G N>? 5,P)A-%N5), N>?)A0 ; O? I.? N>? .0-M)B5J %,%B0.5. -?N>)& N) J)-QIN? -INI%B 5,P)A-%N5), P)A &?N?A-5,5,G N>? &?B%0
N5-? ; 6IAN>?A-)A? /? %B.) QA?.?,N %, 5,P)A-%N5), N>?)A0 %QQA)%J> N) &?N?A-5,? ?-M?&&5,G &5-?,.5),; R>%N 5.，/? &?N?A-5,? N>?
?-M?&&5,G &5-?,.5), M0 J),.5&?A5,G N>? K%A5%N5), )P N>? J),&5N5),%B ?,NA)Q0 )P N>? A?J),.NAIJN?& K?JN)A /5N> 5N. &5-?,.5),;
SI-?A5J%B .5-IB%N5),. K?A5P0 N>%N N>? -?N>)& 5. %QQB5J%MB? P)A &?N?A-5,5,G %, %QQA)QA5%N? ?-M?&&5,G &5-?,.5),;

%&’()*+,：J>%).，Q>%.? .Q%J? A?J),.NAIJN5),，-INI%B 5,P)A-%N5),，J),&5N5),%B ?,NA)Q0，.0-M)B5J %,%B0.5.
-.//：1E:E，1!E1

!TA)U?JN .IQQ)AN?& M0 N>? S%N5),%B S%NIA%B +J5?,J? 6)I,&%N5), )P =>5,%（9A%,N S) C1!3"12!）%,& N>? +J5?,J? 6)I,&%N5), )P =>5,% #J%&?-0 )P F,G5,??A5,G

T>0.5J. S+#6;

"EE 物 理 学 报 E: 卷


