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利用 +,-./0 分布函数（+12）方法，对光束的分数傅里叶变换特性进行了研究 3以厄米4高斯（546）光束为例，导

出了 546 光束在分数傅里叶变换面上光强分布的解析公式和 546 光束在分数傅里叶变换面上束宽的解析计算公

式 3通过数值计算研究了 546 光束光强随分数傅里叶变换阶数变化的规律 3研究表明：选取适当的分数傅里叶变换

阶数 !，在 "，# 方向可以得到相等束宽的对称光强分布 3

关键词：+,-./0 分布函数，厄米4高斯（546）光束，分数傅里叶变换
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! G 引 言

分数傅里叶变换是传统傅里叶变换的推广［!］3
它与传统傅里叶变换和菲涅尔变换有着紧密的联

系，但又具有许多新的特性［#—(］3 近年来，对分数傅

里叶变换的性质、光学实现和应用进行了广泛研究，

利用分数傅里叶变换对许多物理概念（傅里叶光学、

光学信息处理等）提出了一些全新的观点［$—*］3分数

傅里叶变换已成为光学、信息处理领域的热门话题 3
+,-./0 分布函数（+12）可以同时对频率域和空

间域进行分析，可以应用于一阶光学系统，研究光束

经过一阶光学系统的传输变换［)］，因此在光束的传

输变换研究中 +12 得到广泛应用 3将分数傅里叶变

换应用于光束的传输变换研究，一般采用张量光学

和衍射积分的方法［!%—!#］，用 +12 的方法来分析光

束的分数傅里叶变换特性的研究还未见报道 3本文

以厄米4高斯（546）光束为例，应用 +12 方法，研究

了 546 光束的分数傅里叶变换特性，导出了 546 光

束经分数傅里叶变换后光强、束宽的解析计算公式 3
并以此研究了 546 光束性质随分数傅里叶变换阶

数变化的规律，本文使用的方法可应用于一般光束

的分数傅里叶变换特性研究，所得结果对光束的整

形和在分数傅里叶面上变换的研究有应用价值 3

# G546 光束的分数傅里叶变换

分数傅里叶变换等效于 +12 相空间的旋转［(］，

! 阶分数傅里叶变换对应 +12 旋转角度

! H !# ·! 3 （!）

图 ! 实现 ! 阶分数傅里叶变换的光学系统
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!"# 的旋转可以通过光束经过自由空间和球

面薄透镜传输来实现［$］% 实现 !"# 旋转角度!的

光学系统有图 & 所示的两个光学系统（!）和（"）%
图中 !& 为一常数 % "& 为输入面，"’ 为输出面 %其结

构参数如图所示 %
二维 ()* 光束在 # + , 平面可表示为［&-］
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其中 *,’，*,(分别表示二维 ()* 光束在 # + , 平面在 ’
方向和 ( 方向的束宽 %

在 # +,平面二维 ()*光束的交叉谱密度函数为［&3］
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其中"表示取共轭，
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在 # + , 平面二维 ()* 光束的 !"# 为［$，&$］
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其中 -,，., 为角坐标，"为入射光束波长，
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!"# 旋转角度!的变换矩阵为

0 +
1 2[ ]3 4

+
<=>! >7?!
1 >7?! <=>[ ]

!
， （@）

一般情况下，!"# 通过 1234 近轴光学系统的变换

遵从下列关系［&9］：

,（’，-，#）+ ,,（4’ 1 2-，1- 1 3’），（&,）

因此，二维 ()* 光束 5 阶分数傅里叶变换后，其

!"# 可表示为
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二维 234 光束经过 ’ 阶分数傅里叶变换后，在 ’ 阶分数傅里叶变换面上的光强分布可以由（%%）和（%$）

式得到
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从（%8）式可以看到：简单像散 234 光束在 ) 和 % 方向各自独立地进行相同阶数的分数傅里叶变换，其像

散特性保持不变，在分数傅里叶变换面上光束仍然为简单像散光束 1
令 ) 5 "，% 5 "，从（%8）式可以得到二维 234 光束轴上光强随分数傅里叶变换阶数 ’ 变化的公式
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从（%#）式可以看到，轴上光强随旋转角度"周

期性变化 1由（%）式可知，其周期对应分数傅里叶变

换阶数 ’ 5 $1
二维 234 光束在 )，% 方向的瑞利长度分别为

0") 5
!$$

")

!
和0"% 5

!$$
"%

!
，当 &’($" 5 , %，即" 5 1!)

!
$ ，’ 5 $1 ) %（1 为整数）时，轴上光强为

(（"，"）5（, %）") , ·［."（"）］$·［.,（"）］$ 1
如果 0$

") ) 0$
"%$$ #$%，轴上光强为最大值；如果 0$

")

) 0$
"% 9 $ #$%，轴上光强为最小值 1
当 &’($" 5 %，即" 5 1!，’ 5 $1 时，轴上光强为
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如果 #"#
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!$! "#
!#·%#$ & "#

!$·%#$，轴上光强为

最小值；如果 #"#
!#·"#

!$ ( "#
!#·%#$ & "#

!$·%#$，轴上光强

为最大值 ’
从上面的分析可知，轴上光强取最大值或最小

值不仅与分数傅里叶变换阶数 ) 有关，而且决定于

)*+ 光束的瑞利长度 "!# ，"!$ 和常数 %$ ’
由二阶矩方法，还可以得到二维 )*+ 光束经过

) 阶分数傅里叶变换后，在 ) 阶分数傅里叶变换面

上光束束宽 *# ，*$ 的解析计算公式为
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其中〈##〉，〈$#〉为方差矩阵元，其定义为
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,1 "
#$!
1！#% 1［(1（!）］#，(1（!）为变量为 ! 的厄

米多项式 ’
从（$2），（$3）式可以看到，在分数傅里叶变换面

上光束束宽随分数傅里叶变换阶数周期性变化 ’由
（$）式可知，其周期对应分数傅里叶变换阶数 ) " #’

在 "!# 6 %$（或 "!$ 6 %$）的条件下，当 -./#" "

% $，即" " 2!&!# ，) " #2 & $ 时，#（或 $）方向光束

束宽达到最小值 *#
#789（或 *#

$789）’当 -./#" " $，即"
" 2!，) " #2 时，#，$ 方 向 光 束 束 宽 达 到 最 大 值

*#
#7:;（或 *#

$7:;）’ 在 "!# ( %$（或 "!$ ( %$ ）的条件下，

当 -./#" " $，即" " 2!，) " #2 时，#（或 $）方向光束

束宽达到最小值 *#
#789（或 *#

$789）’当 -./#" " % $，即
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二维 ./0 光束在 ’ 阶分数傅里叶变换面上光束束

宽 !(，!" 取最大值还是取最小值不仅与分数傅里

叶变换阶数 ’ 有关，而且还与 ./0 光束的瑞利长度

)’(，)’"和常数 ** 有关 ,

+ 1 分数傅里叶变换面上 ./0 光束的变

换特性

利用（*+）式进行数值计算，可得到不同阶数 ’
的分数傅里叶变换面上 ./0 光束的光强分布图，如

图 ! 所示 , 计算用光束参数为 + % !，# % &，!’( %
’12""，!’" % *1’""，!** % * , 此时，瑞利长度 )’( %

!!!
’(

!
% *1*+ ** 3 **，)’" %

!!!
’"

!
% +1*& ** 3 ** ,

从图中可以看到，分数傅里叶变换的阶数 ’ 对

二维 ./0 光束的光强分布有很大影响 ,光斑在 ( 方

向和 " 方向的光束束宽随分数傅里叶变换阶数 ’ 周

期性变化 , ’ % ’ 或 ’ % ! 时，光束束宽最大，其值为

!("#$ % *1+&""，!""#$ % +1’""；’ % * 时，光束束宽最

小，其值为 !("45 % *1*6""，!""45 % ’162"",在某一分

数傅里叶变换面上光束束宽 !(，!" 可以相等 , 由

（*7）和（*-）式求出光束束宽 !(，!" 相等时所对应

的分数傅里叶变换阶数 ’ % ’1-&，此时光束束宽为

!( % !" % *1!""，对应的光强分布如图 !（8）所示 ,

图 ! 二维 ./0 光束在分数傅里叶变换面上光强等值线分布图 （#）’ % ’1’，（9）’ % ’1:，（8）’ % ’1-&，（;）’ % *1’，（<）’ % *1:，（=）’ %

!1’

由（*&）式可以对 ./0 光束的轴上光强随分数

傅里叶变换阶数 ’ 变化规律进行数值分析，得到如

图 + 所示的分布图 ,从图中可以看到，轴上光强随分

数傅里叶变换阶数呈周期性变化，变化周期为 ! ,当
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分数傅里叶变换的阶数 ! ! "" 时，轴上光强达到最

小值，当分数傅里叶变换的阶数 ! ! "" # $ 时，轴上

光强达到最大值 %数值计算结果与理论分析一致 %

图 & ’() 光束轴上光强随阶数 ! 变化曲线

*+ 结 论

本文使用 ,-./01 分布函数的分析方法，较为简

单地推导出 ’() 光束在分数傅里叶变化平面上光

强分布的解析公式和二维 ’() 光束的束宽随分数

傅里叶变换阶数 ! 变化的解析公式 %用此解析公式

研究了 ’() 光束的分数傅里叶变换特性 % 研究表

明，分数傅里叶变换阶数对 ’() 光束的光强分布有

明显影响，光斑尺寸随阶数周期性变化；通过适当选

取分数傅里叶变换阶数可以使二维 ’() 光束在 #，

$ 方向的束宽相等 % ’() 光束的轴上光强随分数傅

里叶变换阶数也呈周期性变化，其周期为 " %由于 ’(
) 光束是实际工作中经常遇到的一类光束，本文的

方法和结果对光束整形和一般光束的传输特性研究
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