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确立了柱状纳米系统电子势能随距离的变化关系，以 ()*+,-*+()*柱状纳米系统为例，讨论了层间作用对电子
能谱的影响 .结果表明：电子能量随势垒宽度和波矢的增大而增大，随势阱宽度的增大而减小；层间互作用会增大
电子能量，但不会改变电子能量随势阱和势垒以及波矢的变化趋势 .
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! 0 引 言

由于球状和柱状纳米系统的重要性，对它的研

究是人们感兴趣的问题之一 . *123344和 5674等人
用离子溅射法制备了 ,-*+()*和 ,-*+()*+,-*球状
多层纳米系统，从理论和实践上研究这种封闭型多

层纳米系统电子能谱随系统尺寸的变化关系［!，"］.这
种系统以势能较小的 ()* 作中间层，势能较大的
,-*作内核和外层，结果在小于外面介质势垒高度
范围内形成分立能级的束缚定态，而高于势垒时形

成连续谱 .不少学者已对这类封闭型系统作了进一
步的研究［8—&］. 9:;12等人制备出 ()*+,-*+()*开放
型球状和柱状纳米系统［’］.这种系统的中间层电子
势能大，内核和外层的势能小，电子为准定态，电子

寿命有限，文献［%］对球状 ()*+,-*+()*纳米系统的
电子能级进行了研究，文献［<］对 ()*+,-*+()*柱状
系统进行研究，在研究中把势阱和势垒视为方势，未

考虑层间作用，更未讨论电子概率分布 .为此作者于
"$$"年对球状纳米系统 ()*+,-*+()*中电子概率分
布作了讨论［=］. 对纳米多层系统，层间作用不可低
估 .文献［!$］研究表明，由于层间作用的影响，介电
常数等物理量将与位置有关 .为了较正确地研究上

述系统电子的能量特征，就应确定电子势能随位置

的变化关系，再在此基础上讨论电子能量变化规律 .
本文将对柱状纳米系统情况进行研究 .

" 0 电子势能随位置的变化

对以 ()*作内核和外层，,-* 作中间层的柱状
纳米系统，可选取坐标系如图 !0 由于横截面极小，
柱长很大，可将它视为无限长 .这时电子势能 ! 将
只与到轴线的距离!有关 .
图 "画出了横截面的一个分界面 .由于层间作

用只对界面附近影响较大，作为近似考虑，可将介电

常数与!的关系写为

"（!）>
!
"［! ? "（!）］（"! @""）， （!）

这里

#（!）>
"! ?""

"! @""
$ ! ? %!( )&

，

其中 & > %" +"，$（’）的形式为平滑函数，按文献［!$］
的分析，取为 $（’）> A2’ 的形式 .
为方便起见，先讨论三维普遍情况 . 由电动力

学理论，对介电常数只是距离 ( 函数的情况，位于
!$点的电子在 ! 处产生的电势#（ !，!$）将满足泊松
方程
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图 ! 系统模型和零级近似下电子的势能

图 " 系统的横截面

!
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"（ !）#（ ! ) !#），

被它感应的场中电子势能 #（ !）为

#（ !）( ) "
"$（ !），

这里

$（ !）( &+,
!#!#
!（ !，!#）)

"
"（ !）

!
- ! ) !#[ ]- .

令!（ !，!#）( ) *#"$（ !，!#）/"（ !），可将泊松方程
写为

!

"$ ) %（ !）$ (#（ ! ) !#）， （"0）
其中

%（ !）( !
" !"

!
"（ !" ）

%"
% !

!"

"（ !" ）
%
% !"（ ![ ]） .（"1）

将"（ !）代入（"1）式，并考虑到 ! 较小，可得

%（ !）#) !
" !

%"

% !"
［ !&（ !）］) !

* !
%
% !" $ !

*
%
% !&（ ![ ]） "

.

（2）
对 345，6%5构成的系统，由于两层的介电常数相差
不是太大，可将 7作微扰展开，令

$ ( $（#） $ $（!） $ ⋯ ( $（#） $!$，
其中零级近似满足

!

"$（#）（ !，!#）(#（ ! ) !#），
其解为

$（#）（ !，!#）( ) !/（*# - ! ) !# -），
其余修正满足如下方程

!

"$（’）（ !，!#）) %$（’)!）（ !，!#）( #
’ ( !，"，2，⋯

其解可用迭代法求出

$（!）（ !，!#）($%%! $
（#）（ !，!!）%（ !!）$

（#）（ !，!#）

$（’）（ !，!#）($%%!⋯%%’$
（#）（ !，!!）⋯%（ !!）

⋯%（ !’）$
（#）（ !，!#）. （*）

将（2）式代入（*）式，可求出 $ 的各级修正和 $ (
$（#）$!$ 的近似式 .注意到$（ !）可写为

$（ !）( ) *#"
"（ !）!$（ !，!#）.

所以可通过求!$ 而得到$（ !），进而得到电子势能
#（ !）( ) "$（ !）/" .取一级近似，!$#$（!），对（!）式
所示的"（ !），计算的近似结果为

#（ !）#
) ""&
*"（ !）$

8 [
#

!!
( 9:;<" !! ) )( )(

$ =< !! ) )( ) ](
% !!
（ !"! ) !"）

，

此处&(（"! )""）/（"! $""），对我们的具体系统，由

于 !" ( *" $’
"，注意到 #（’）与 * 无关，可将 * 取为

#作讨论，经计算可求得 #（’）的近似表示式，当以
国际单位表示时为

#（’）( ) !
*#"#

""
""（’）)
（"! )""）
（"! $""）

)"

)" )’
" $( )+ ，

（>）
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这里的!和"（#）分别为
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将（-）式应用于#! #" 的界面时
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将（-）应用于#! ## 的界面时
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，

其中的""，"# 分别为 456，786 的介电常数：文献

［9］给出"" ! "":;0，"# ! -:- ,取 #" ! "-&456，## & #"

! -&786 ,这里的 &456和 &786分别为 456和 786的晶

格常数：&456 ! -:<-" = "/& "/ >，&786 ! -:<"< = "/& "/

>，由此作出的 %（#）曲线如图 ;所示 ,由图看出，零

级近似下，可用图 "所示的方式处理 ,

; : 零级近似下电子的能量

设电子势能 %（/），有效质量$，它们都是到轴距

离#的函数，作为零级近似，可取为

$
（/） !

$/ # ’ #"，

$" #" ’# ’ ##，

$/ # ) ##

{
，

图 ; 系统的势能曲线

%（/）（#）!

/ # ’ #"，

%/ #" ’# ’ ##，

/ # ) ##

{
，

（?）
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零级近似下能量本征值方程为

!（!）!
（!）（"，#，"）" #（!）!

（!）（"，#，"），

!（!）! #$
$

$

! %
%
（!）（"）

!

& $（!）（"[ ]） ’ （(）

由轴对称性，令!
（!）（"，#，"）" %（!）&’（"）)

*+!)*,"，
这里 & 为磁量子数（& " !，- %，- $，- .，⋯），’ 为
波矢，文献［(］已解出径向函数为

%（!）&’（"）"

%!
&’（"）" (（!）&［!

（$）
&’（)!"）& !（%）&’（)!"）］ " / %%，

%%
&’（"）" (（%）&［!

（$）
&’（*)!"）& *%

&’（#）!
（%）
&’（*)%"）］ %% /" / %$，

%$
&’（"）" (（$）&［!

（$）
&’（)!"）& *&’（#）!

（%）
&’（)!"）］ " 0 %$

{
，

（1）

其中 !（%）&’（ )!"），!
（$）
&’（ )!"）分别是以 )!"为宗量的

第一类、第二类韩克尔函数，而 !（%）&’（ *)!"），
!（$）&’（*)!"）是以 *)!"为虚宗量的第一类、第二类韩
克尔函数；(（!）& ，(

（%）
& ，(
（$）
& 是归一化常数，)! 和 *)%

分别为

)! "
$%! #
$$ # ’" $， )% "

$%%

$$（$! # #）# ’" $，

式中的 *&’为 * 矩阵的矩阵元，表达式为

*&’（#）" %! +&（#）!
（$）
&（)! %%）#%! )!［!

（$）
&#%（)! %%）# !（$）&&%（)! %%）］

%! +&（#）!
（%）
&（)! %%）#%% )!［!

（%）
&#%（)! %%）# !（%）&&%（)! %%）］

，

而 *%
&’为

*%
&’（#）"

, #
&（-）# . #

&（!&）

, &
&（-）# . &

&（!&）
，

, #
& "%% )! !$

&（*)! %!）［-&&%（)! %!）

# -&&%（)! %!）］，

, &
& "%% )! !%

&（*)! %!）［-&#%（)! %!）

# -&&%（)! %!）］，

. #
&（!&）"%! *)% -&（)! %!）［!

（$）
&#%（*)% %!）

# !（$）&&%（*)! %!）］，

. &
&（!&）"%! *)% -&（)! %!）［!

（%）
&#%（*)% %!）

# !（%）&&%（*)! %!）］，

+&（#）"
*$&#%")%［ /&#%（)% %%）& /&&%（)% %%）］& )%［0&#%（)% %%）& 0&&%（)% %%）］［*%

&’（#）# %］
/&#%（)% %%）*$&#%"# 0&（)% %%）［*%

&’（#）# %］
，

式中的 -&（1）是贝塞尔函数，/&（1）和 0&（1）分别
为第一类和第二类修正贝塞尔函数 ’文献［(］用 *
矩阵理论和作图法，求得零级近似下 * 矩阵极点位
置## " #% & *#$，进而求得电子能量 #（!）" #%和寿命

&（!）"$2$#$ ’ 各参量取值为%! " !3!.4&!，%% "

!3$&!，&! 为电子静止质量 ’文献［(］的结果是在 ’

" !和势垒宽度 %$ # %% " 52678的情况下，电子的能

量随势阱宽度 %%的变化如图 9（:）中的实线所示 ’
由图看出电子能量随势阱宽度增大而减小 ’在 ’ " !
和阱宽 %% " %52;<8情况下，电子能量 # 随势垒宽度

（%$ # %%）2 2678的变化见图 9（=）的实线 ’ 表明电子

的能量随势垒宽度增加而增大 ’给定阱宽 %! "
%52;<8和垒宽 %$ # %% " 52678的情况下，电子能量随

波矢 ’ 的变化见图 9（>）中的实线 ’由图可知，零级
近似下，电子能量随波矢增大而增大 ’

9 3 层间相互作用对电子能量的影响

考虑层间作用后，由于电子势能曲线与视为方

势阱、方势垒情况相差不大，为简单起见，可近似认

为%（"）$%
（!），则微扰哈密顿 3!?为

3!? " $（"）# $（!）（"）， （%!）
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图 ! 电子能量随势阱宽度（"），势垒宽度（#）和波矢（$）的变化

式中 !（!），!
%（!）分别由（&），（’）式所示，由微扰法

可求出能量一级修正，对基态（" ( %，# ( %）为

$（)）% (!
*

%
%（%）

"

% （!）&’+（!）%
（%）
% ,!!-!，（))）

考虑到纳米系统几何尺寸很小，因此 ’（)）" ，’
（,）
" ，("

等特殊函数中的宗量 )% %)等均很小，可近似取至展

式的第 .项作计算 /
将（))）式求出的 $（)）% 代入 $%# $（%）% 0 $（)）% ，就

得到考虑层间相互作用后基态电子的能量 / 同样，
对 # ( %，" ( )的第一激发态，由下式求能量的一级
修正为

$（)）% (!
*

%
%（%）

"

) （!）&’+（!）%
（%）
) ,!!-!/ （),）

将（),）式代入 $)# $（%）) 0 $（)）) ，得到考虑层间互作
用后，# ( %，" ( )时电子能量的近似值 /图 !（"）和
（#）的虚线给出了 " ( %和 )以及 # ( %时的电子能
量随势阱、势垒宽度的变化曲线 /同样由

$（)）"# (!
*

%
%（%）

"

"# （!）&’+（!）%
（%）
"# ,!!-! （).）

可求出 $（)）"#，进而求得 $"## $（%）"# 0 $（)）"# / 在 %) (
)1*234和 %, 5 %) ( 1*6-4的情况下，对 " ( %和 " ( )
的电子能量 $%，$)随波矢 # 的变化情况如图 !（$）
的虚线所示 /由图可知，考虑层间作用后电子的能量
比未考虑层间作用的能量稍有增大，但变化趋势

相同 /

1 7 结 论

上述讨论表明，对 23486-48234柱状纳米系统，
考虑层间作用后，电子势能随位置的变化可用（&）式
近似表示；柱状纳米系统的电子能量随势垒宽度和

波矢的增大而增大，随势阱宽度增大而减小 /考虑层
间互作用后，电子的能量会增大，但能量增大并不很

大，大致在 ,%—1%9:; 之间；层间作用不会改变电
子能量随势阱和势垒宽度以及波矢的变化趋势 /
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