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用函数变换法将耦合 +,-./012342/0567384./9-3方程化成可求解的不定积分形式，进而求出其精确解，包括有理
函数型解、三角函数型解、双曲函数型解，以及椭圆函数型解 :所得结果包含了文献中用齐次平衡法所得的解为
特例 :
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" A 引 言

耦合 +,-./012342/0567384./9-3 方程（以下简称
6+15方程）
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描述了一个保守的复原子核场!与一个实中性介
子场"的相互作用的古典 F?G=H=型 :!和"均为标
量场，% 为介子的质量［"，&］: I7=/9［$］用齐次平衡法得
到了方程（"）和（&）的显示解
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) C $（文献［$］中 ) 是任一大于零的常数，这有误 :将
（$）和（(）式代入（"）和（&）式，利用（N）式即得 ) C $）
本文利用函数变换法化方程（"）和（&）为可解的

不定积分形式，求出其精确解，包括有理函数型解、

三角函数型解、双曲函数型解和椭圆函数型解，并以

（$）和（(）式作为特例 :

& A 6+15方程（"）和（&）的精确解

为求方程（"）和（&）的精确解，如文献［$］，假设
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则方程（"）和（&）成为
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设（%）—（"’）式的行波解为
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下面求方程（"）和（&）的形如（#），（)），（""）和（"&）式
的精确解 :将（""）式代入（%）—（"’）式，有
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由（!"）和（!#）式相对照，再令（!$）式中!"!%
知，若

!& ’ "& ’ #& ( &#&， （!)）
!
&（$

&
! ’%

&
! ’&&

! ’’）( $&， （!*）

# ’$! ! ’%! " ’&! # ( % （!+）
成立，则只需考虑：

!"" ( , !
#&!& ’ $&

#&!- （!.）

对（!.）式积分一次，有

!&
" ( , &

"#&!" ’ $&

#&!& ’ %， （&%）

% 为积分常数 -令
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下面再分两种情形讨论：

情形 ! ( ( %；这里( ( , &* &
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为 ’（&）的判别式 -此时 ’（&）( % 有重

根，设为 ’（&）(（& ,$）&（& ,%），由（&&）式知，当
& 2%时，有以下三种情形：
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其中"% 为积分常数 -相应地，（!.）式的解为
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（&*）—（"%）式中积分常数"% 已经重新标度，仍用"%

表示，下同 -这里（&*）和（&+）式是（!.）式的孤波解，
（&.）式是三角函数型周期解，（"%）式是其有理函数
解，相应地可以写出方程（!）和（&）的显式精确解
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注 % 事实上，（#2）和（#5）式对应于 %"+；（#6）

式对应于 % ! +，此时 &（’）! ’$，即"!#! +8
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此式即为（$）式 8因此文献［$］中的结果只是（$%）和

（$#）式中的参数取特殊值时的特例 8
情形 # )"+，再分两种情形讨论 8
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由此得 ’BCD 方程（%）和（#）的含椭圆函数的精确
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相似地，方程（!"）的解为
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由（#,）式可写出 .012方程（!）和（&）的另一含椭圆函数的精确解
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’D 结 束 语

尽管已经建立了许多求解非线性方程的方法，

如齐次平衡法［8，#，B］、试探函数法［C，"］、双曲函数展开

法［!,—!&］、椭圆函数展开法［!’—!/］，函数变换法［!#］、

*6+3E.?*6+3法［!B—!"］等，这一领域依然充满挑战 7本文
的方法得到的结果是系统的，得到了在条件（!#）—
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