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用幂级数方法研究球谐振子定态薛定谔方程解析解，发现波函数球系表示!（ !，"，#）在 ! * %处可以无界，只
要 !!（ !，"，#）在 ! * %处有界，就不违背波函数的玻恩统计解释 + 而且基态能量是$%,"，而不是 $$%,"，这是低能
量条件下的振动系统空间“塌陷”现象 -
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! + 球谐振子能量本征值方程

谐振子模型在量子理论中应用极为广泛［!—.］-
本文用幂级数方法导出了球谐振子能级公式及波函

数 -我们发现，如果放宽对波函数有界性的限制为
!!（ !，"，#）处处有界，而不是!（ !，"，#）处处有界，
球对称谐振子基态能量将与一维谐振子基态能量相

同，这是三维振动系统的空间塌陷现象 -可以预言，
各向同性固态物质冷却到极低温度时，有可能发生

这种空间塌陷现象，这时固态物质的密度、导电性等

将有极为明显的变化 -
设质量为&的粒子在三维球对称势场
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中运动，其中谐振子圆频率% 3 %，且为常数，若取能

量单位 #% /$%，长度单位 $ / $,（&%" ），则有

# /’#%， ! / $%， % # %， （"）
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三维球对称谐振子在球坐标系中分离变量

后［’］，波函数径向因子 &（ %）与径向坐标 % 的乘积
%&（%）记为 ’（%），则 ’（%）满足方程
（4 (" 1 %" 1 )（ ) 1 !）, %"）’（%）/ "’’（%），（&）

其中 ) / %，!，⋯为角动量量子数，( / 5
5%，束缚态能

量’满足［!%］

% 0’ 0 1 2 - （(）
方程（$）可用赝角动量方法［!!］、升降算符方法［!"］和
幂级数方法［!$］求解 -

" + 球谐振子本征方程的幂级数解

幂级数法解球谐振子定态薛定谔方程的基本思

路是：

!）寻找球谐振子波函数的近场（ % * %）近似和
远场（ % * 2）近似形式，以此为出发点，对波函数作
函数变换简化薛定谔方程；

"）作适当的自变量变换，进一步简化方程；
$）以幂级数形式试探解代入简化后的方程，将

变系数常微分方程求解问题转化为幂级数试探解叠

加系数 *+ 满足的邻居关系代数方程求解问题，解
出 *+ 代回试探解，得到幂级数形式解；

&）由波函数的有界性要求，将无穷幂级数解截
断为多项式解，从而导出能量参数满足的代数方程，

并导出能级公式；

(）给出波函数的完整形式，并讨论解的合理性 -
波函数的近场（% * %）近似满足的方程为
（4 (" 1 )（ ) 1 !）6 %"）’（%）/ %， （)）

显见

’（%）* %)1!，% 4 )， （#）
要求波函数在 % * %处有界，可取 ’（%）* %) 1 ! -
取方程（&）中 ) / %和’/ !,"，得到波函数远场

（% * 2）近似形式满足的方程为
（4 (" 1 %"）’（%）/ ’（%）， （.）

其解为

’（%）* 789（4 %" ,"）- （’）
综合（#）和（’）式，对波函数作如下变换：
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于是，方程（+）变换为
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" (（! ’ $ ’ .)(）" #（"）! *， （##）

再作自变量变换
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进一步简化（##）式为合流超几何方程
%#,（ %）"（ $ " .)( ’ %）#-（ %）
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令（#.）式有幂级数形式解
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将（#+）式代入（#.）式，得到 ’& 和 ( 满足的方程为

’* (（ ( " $ )( " $）! *， （#12）
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引入 &4566277$8记号
（"）* ! #，（"）& !"（" " #）⋯（" " & ’ #），
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由（#13）式可导出（#.）式的幂级数系数
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由（#12）式可导出上式中的 ( 为
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取 ’* ! #，（#.）式的两个线性独立解为
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将（#<）和（#(）式代入（#*）式，得到球谐振子波函数
径向因子的可能解为
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式中无穷级数的收敛半径 ) ! 0，即无穷级数在大
" 处的行为与 $%&（"(）的行为一致 ;考虑到波函数的
有界性，必须要求无穷级数退化为 * 次多项式，由
&4566277$8记号的性质可知，若取式中级数系数分
子中的 .)+ " $ )( ’!)( 和 #)+ ’ $ )( ’!)( 为负整数
’ *，可将无穷级数截断为 *（#*）次多项式 ;并且
还要求在 " @ *处波函数有界，应取（#?3）式中的 $
! *，因而有

.)+ " $ )( ’!)( ! ’ *，
#)+ ’!)( ! ’ * ; （(*）

由此解得波函数径向因子和能级公式为
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完整的波函数为

#（ ,，$，%）! -（*，$）A$.（$，%）!*（ , )/）) ,，

*，$ ! *，#，⋯；. ! *，#，⋯，$， （(.）
其中 A$.（$，%）为球谐函数，-（ *，$）为归一化系数，

!*（ , )/）! !=48
*，$（ , )/）或 !*（ , )/）! !23=

*（ , )/），* 为径
向量子数，$ 为轨道角动量量子数，. 为角动分量量
子数 ;
在球系 , @ , " / , 的球壳中发现粒子的概率为
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可见在球系中，只要（(#2）和（((2）式中波函数径向
因子有界，就保证 ,#（ ,，$，%）有界和#（ ,，$，%）可
归一化，即（(+）式的概率 /0 有意义，而波函数

#（ ,，$，%）在 , @ *处可以无界，这与波函数的玻恩
统计解释（即概率解释）并不矛盾 ;
如果一定坚持要求波函数处处有界，则必须要

求 !*（*）! *，而（((）式的波函数径向因子不满足这
一条件，以致于基态能量只能是 .&’)( ;我们认为
（(+）式的 /0 有意义（即 ,#（ ,，$，%）有界）才是问题
的关键 ;
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若定义

! ! "" # # # $； " ! %，$，⋯； # ! & $，%，$，⋯，
（"’）

则球对称谐振子的能级公式可以写为

$ !!$% !（! # $("）$%， ! ! %，$，⋯，
（")）

特别当 # ! & $时，! ! "" 对应（""*）式，显见，球对
称谐振子的基态能量为"#("［$"］，而并非现有量子力
学文献［+，$,］给出的 -"#(" .

- / 球对称谐振子基态能量为"#(" 的
意义

一维谐振子基态能量为"#("，三维各向异性谐
振子可以视为三个独立的一维谐振子，因而其基态

能量为

$% !"（#$ ##" ##-）("，
其中#$，#"，#- 分别为三个方向的振动频率，若三

个频率非常接近（但不相等），则各向异性谐振子的

基态能量近似为 $% 0 -"#("，# 0#$，#"，#-，可见各

向异性三维振动系统，即使在最低能量状态，也不会

塌陷为一维振动系统，因为其基态能量为 -"#(" .
由（")）式可见，三维球对称谐振子基态能量与

一维谐振子基态能量相同，这说明：

$）对称性越高的系统，其基态能量越低，系统越
稳定；

"）最低能量状态下的三维球对称谐振子不能分
解成三个独立的一维谐振子，因为三维球对称振动

系统在最低能量状态时将塌陷为一维振动系统 .
三维谐振子是描述固态物质中分子原子在平衡

位置附近作热运动的成功模型 .固态物质的热运动
越剧烈，分子原子的振动能级越高，整块物质的宏观

体积在一定限度内也越大，导电性也越差 .对于三个
方向振动频率相等的各向同性固态物质，如果冷却

到极低温度后，物质中的分子原子的振动将塌陷为

一维振动，但由于大量分子原子振动方向的随机取

向，整块固态物质仍然表现为各向同性 .如果有某种
机理使所有分子原子的振动方向一致，则整块物质

宏观上将在正交于振动方向的方向上具有极小的空

间尺度（即极大的密度），而且对于金属材料将有极

好的导电性 .
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