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研究了囚禁离子与单模量子辐射场构成的相互作用系统在载波激发（!( )!%）、红激发［!( )!% * !"（ ! ) ’，

"，&）］和蓝激发［!( ) !% + !"（ ! ) ’，"，&）］情形下的统计性质 ,讨论了系统的态函数随时间的演化关系、光子态和

声子态交换的条件及相应的离子布居数，得到了光子数和声子数的平均值及其方差、光子场和声子场的二阶相干

度等量值 ,
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’ @ 引 言

对囚禁离子与单模量子辐射场构成的相互作用

系统［’］，在旋波近似下，我们得到了 A种重要的情形
［!( )!% B !"（ ! ) %，’，"，&）］，而文献［’］仅做到了前

&种情形（即!( )!%，!% B"），且此处前 &种情形的
哈密顿量也与文献［’］不同，比文献［’］更有实质意
义，含有声子数算符 ,讨论了各种相互作用情形下系
统的态函数随时间的演化关系、光子态和声子态交

换的条件及相应的离子布居数，研究了光子场和声

子场的统计性质，如光子数和声子数的平均值及其

方差、光子场和声子场的二阶相干度等量值 ,结果显
示，光场始终具有亚泊松统计特性；当初始声子数

"!/时，声子场也始终具有亚泊松统计特性 ,这些
研究也为量子逻辑门的控制研究提供有益的参考 ,

" @ 旋波近似下 A种相互作用哈密顿量

考虑一个二能级的囚禁离子（限制在 .486势阱
中心附近的囚禁离子，其质心的运动可视为量子谐

振子）与单模量子辐射场（沿 # 方向形成驻波场）构
成的系统［’］，忽略原子的衰变效应，采用# ) ’的自
然单位，该系统的哈密顿量［’］为

$ )!( % + % +"& + & + ’
"!%$’

+ ’
"%（% + + %）（$+ +$*）C5=（&(# +’），（’）

式中!( 是单模辐射场的频率，% +和 % 是单模场的
产生和湮没算符，"是囚禁离子质心振动的频率，
& +和 & 是质心振动声子场的产生和湮没算符，!%

是内部电子态 D "〉和 D ’〉之间的跃迁频率，& )

) #
""""
是 (43E2F5?GH参数（) 是波数）［"—/］，(# ) & +

+ & 是离子质心的无量纲的位置算符，’是离子质
心相对驻波的位置，耦合参数%正比于离子和辐射
场相互作用的强度，$+，$*和$’ 是赝自旋算符，即

$+ ) D "〉〈’ D，$* ) D ’〉〈" D，$’ ) D"〉〈" D * D ’〉〈’ D ,
因&是一个小参数，故（’）式的哈密顿量可以

展开成&的幂级数，忽略 *（&
$）以上的项，得

$ )!( % + % +"& + & + ’
"!%$’

+ ’
"%C5=’（% + + %）（$+ +$*）

+ ’
"%&?;C’（% + + %）（$+ +$*）（& + + &）

* ’
$%&

" C5=’（% + + %）（$+ +$*）（& + + &）"

* ’
’"%&

& ?;C’（% + + %）（$+ +$*）（& + + &）& ,
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记 ! ! !" # ! $%&，式中 !" !!’ " # " #"# # # #
(
)!"#$，! $%&是上式中的余下部分 * 由公式 ! + !

% #
" ! $%& %"（%" ! ,-.（ $!" &）! ,-.（ / $!’ " # "&）

,-.（ / $"# # #&）,-. / $
)!"#$( )& 是幺正变换算符），经

过冗长的计算，得相互作用绘景中的有效哈密顿

量为

!+ ! (
)$0$%%（"##/ ,-.［$（!’ /!"）&］

# "### ,-.［$（!’ #!"）&］# 1*2*）

# (
)$&230%（"# ###/ ,-.［$（!’ /!" #"）&］

# "# ##/ ,-.［$（!’ /!" /"）&］

# "# #### ,-.［$（!’ #!" #"）&］

# "# ### ,-.［$（!’ #!" /"）&］# 1*2*）

/ (
4$&

)0$%%［"# ## #### ,-.［$（!’ #!" # )"）&］

# "# ## ###/ ,-.［$（!’ /!" # )"）&］

# "# ###/ ,-.［$（!’ /!" / )"）&］

# "# #### ,-.［$（!’ #!" / )"）&］

# "#（)## # # (）## ,-.［$（!’ #!"）&］

# "#（)## # # (）#/ ,-.［$（!’ /!"）&］# 1*2*］

/ (
()$&

5230%［"# ## ## ####

6 ,-.［$（!’ #!" # 5"）&］

# 5"# ## ##### ,-.［$（!’ #!" #"）&］

# 5"# ### ### ,-.［$（!’ #!" /"）&］

# "# ##### ,-.［$（!’ #!" / 5"）&］

# "# ## ## ###/ ,-.［$（!’ /!" # 5"）&］

# 5"# ## ####/ ,-.［$（!’ /!" #"）&］

# 5"# ### ##/ ,-.［$（!’ /!" /"）&］

# "# ####/ ,-.［$（!’ /!" / 5"）&］# 1*2*］*
在旋波近似下，得到了如下 7种重要的情形（而文献
［(］仅做到了前 5种情形，且此处前 5种情形的哈密
顿量也与文献［(］不同，比文献［(］更有实质意义，含
有声子数算符）*

(）!’ !!"（载波激发）

! +
( ! (

)$0$%% ( / (
)&

)（)# # # # ([ ]）（" ##/ # "##），

表示离子吸收一个光子，从基态跃迁到激发态，反之

亦然，而声子数保持不变 *
)）!’ !!" /"（红激发）

! +
) ! (

)$&230 [% ( / (
)&

) # #( )# " # # ##/

# "### ( / (
)&

) # #( ) ]# ，

表示离子吸收一个光子和一个声子，从基态跃迁到

激发态，反之亦然 *
5）!’ !!" #"（蓝激发）

! +
5 ! (

)$&230 [% " # ##/ ( / (
)&

) # #( )#
# ( / (

)&
) # #( )# "# ## ]# ，

表示离子吸收一个光子，并放出一个声子，从基态跃

迁到激发态，反之亦然 *
4）!’ !!" / )"（红激发）

! +
4 ! / (

4$&
) 0$%%（" # # # # ##/ # "####），

表示离子吸收一个光子和两个声子，从基态跃迁到

激发态，反之亦然 *
8）!’ !!" # )"（蓝激发）

! +
8 ! / (

4$&
) 0$%%（" # ###/ # "# # # ###），

表示离子吸收一个光子，并放出两个声子，从基态跃

迁到激发态，反之亦然 *
9）!’ !!" / 5"（红激发）

! +
9 ! / (

()$&
5 230%（" # # # # # # ##/ # "#####），

表示离子吸收一个光子和三个声子，从基态跃迁到

激发态，反之亦然 *
7）!’ !!" # 5"（蓝激发）

! +
7 ! / (

()$&
5 230%（" # ####/ # "# # # # # ###），

表示离子吸收一个光子，并放出三个声子，从基态跃

迁到激发态，反之亦然 *

5 : 各种相互作用下的统计性质

首先讨论各种相互作用情形下系统的态函数随

时间的演化关系、光子态和声子态交换的条件及相

应的离子布居数，然后研究光子场和声子场的统计

性质，如光子数和声子数的平均值及其方差、光子场

和声子场的二阶相干度等量值 *
假设 & ! " 时，系统的态函数为 ;’（"）〉!

;)〉; ’〉" ; (〉#，即离子处在激发态 ; )〉，光子和声子
场分别处在 <32=态 ; ’〉" 和 ; (〉#，利用相互作用绘

景中的薛定谔方程 $ !
!&

;’
+（ &）〉! ! + ;’

+（ &）〉，经过
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计算，得到 ! 时刻的态函数分别为

!
!（ !）〉" # $%&（"#" !）’〉 $〉% &〉’

( ) &)*（"#" !）"〉 $ + "〉% &〉’，（’）

!
!（ !）〉’ # $%&（(#’ !）’〉 $〉% &〉’

( ) &)*（(#’ !）"〉 $ + "〉% & + "〉’，
（,）

!
!（ !）〉, # $%&（)#’ !）’〉 $〉% &〉’

( ) &)*（)#’ !）"〉 $ + "〉% & ( "〉’，
（-）

!
!（ !）〉- # $%&（*#, !）’〉 $〉% &〉’

+ ) &)*（*#, !）"〉 $ + "〉% & + ’〉’，
（.）

!
!（ !）〉. # $%&（+#, !）’〉 $〉% &〉’

+ ) &)*（+#, !）"〉 $ + "〉% & ( ’〉’，
（/）

!
!（ !）〉/ # $%&（,#- !）’〉 $〉% &〉’

+ ) &)*（,#- !）"〉 $ + "〉% & + ,〉’，
（0）

!
!（ !）〉0 # $%&（-#- !）’〉 $〉% &〉’

+ ) &)*（-#- !）"〉 $ + "〉% & ( ,〉’，
（1）

式中

" # $ +! " " ( "
’"

’（’& + "[ ]），
( # （$ + "）（& + "! ）" ( "

’"
’（& + "[ ]），

) # （$ + "）! & " ( "
’"

’( )& ，

* # （$ + "）（& + "）（& + ’! ），

+ # （$ + "）&（& ( "! ），

, # （$ + "）（& + "）（& + ’）（& + ,! ），

- # （$ + "）&（& ( "）（& ( ’! ），

#" # "
’#&)*$，

#’ # "
’#"$%&$，

#, # "
-#"

’ &)*$，

#- # "
"’#"

, $%&$2

由（’）式知，若 $ # & ( "，则当 ! # !
’#" "$ # & ( "

时，光

子态变成初始声子态 2由（,）式知，若 $ # & + "，则

当 ! # !
’#’ ($ # & + "

时，声子态变成初始光子态；若 $

# & ( "，则当 ! # !
’#’ ($ # & ( "

时，光子态变成初始声

子态 2由（-）式知，若 $ # & ( "，则当 ! # !
’#’ )$ # & ( "

时，光子态和声子态变换 2由（.）式知，若 $ # & + ’，

则当 ! # !
’#, *$ # & + ’

时，声子态变成初始光子态；若

$ # & ( "，则当 ! # !
’#, *$ # & ( "

时，光子态变成初始

声子态 2 由（/）式知，若 $ # & ( ’，则当 ! #
!

’#, +$ # & ( ’
时，声子态变成初始光子态；若 $ # & (

"，则当 ! # !
’#, +$ # & ( "

时，光子态变成初始声子态 2

由（0）式知，若 $ # & + ,，则当 ! # !
’#- ,$ # & + ,

时，声

子态变成初始光子态；若 $ # & ( "，则当 ! #
!

’#- ,$ # & ( "
时，光子态变成初始声子态 2由（1）式知，

若 $ # & ( ,，则当 ! # !
’#- -$ # & ( ,

时，声子态变成初

始光子态；若 $ # & ( "，则当 ! # !
’#- -$ # & ( "

时，光子

态变成初始声子态 2由以上讨论可见，光子态和声子
态的交换仅在情形 ,）下才有可能发生；当 $ # & ( "
时，在各种情形下光子态都可以变成初始声子态，但

所需时间不同 2
利用（’）—（1）式，可得相应的布居数分别为

3%. 4 " # $%&（’"#" !），

3%. 4 ’ # $%&（’(#’ !），

3%. 4 , # $%&（’)#’ !），

3%. 4 - # $%&（’*#, !），

3%. 4 . # $%&（’+#, !），

3%. 4 / # $%&（’,#- !），

3%. 4 0 # $%&（’-#- !）2
由此可见，对初始真空光子场 $ # 5而言，这些布居
数将呈现拉比振荡 2
利用（’）—（1）式，可得相应的光子数和声子数

的平均值分别为

3 % + % 4 " # $ + &)*’（"#" !），

3 ’ + ’ 4 " # &； （6）

3 % + % 4 ’ # $ + &)*’（(#’ !），
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! ! " ! # $ % " " &’($（#$$ %）； （)*）

! & " & # + % ’ " &’($（($$ %），

! ! " ! # + % " , &’($（($$ %）； （))）

! & " & # - % ’ " &’($（)$+ %），

! ! " ! # - % " " $&’($（)$+ %）； （)$）

! & " & # . % ’ " &’($（*$+ %），

! ! " ! # . % " , $&’($（*$+ %）； （)+）

! & " & # / % ’ " &’($（+$- %），

! ! " ! # / % " " +&’($（+$- %）； （)-）

! & " & # 0 % ’ " &’($（,$- %），

! ! " ! # 0 % " , +&’($（,$- %）1 （).）
而光子数和声子数平方的平均值分别为

!（& " &）$ # ) % ’$ "（$’ " )）&’($（-$) %），

!（! " !）$ # ) % "$；

!（& " &）$ # $ % ’$ "（$’ " )）&’($（#$$ %），

!（! " !）$ # $ % "$ "（$" " )）&’($（#$$ %）；

!（& " &）$ # + % ’$ "（$’ " )）&’($（($$ %），

!（! " !）$ # + % "$ "（) , $"）&’($（($$ %）；

!（& " &）$ # - % ’$ "（$’ " )）&’($（)$+ %），

!（! " !）$ # - % "$ " -（" " )）&’($（)$+ %）；

!（& " &）$ # . % ’$ "（$’ " )）&’($（*$+ %），

!（! " !）$ # . % "$ " -（) , "）&’($（*$+ %）；

!（& " &）$ # / % ’$ "（$’ " )）&’($（+$- %），

!（! " !）$ # / % "$ " +（$" " +）&’($（+$- %）；

!（& " &）$ # 0 % ’$ "（$’ " )）&’($（,$- %），

!（! " !）$ # 0 % "$ " +（+ , $"）&’($（,$- %），
则方差［ .&/ % !（ & " &）$ # / , ! & " & # $

/，.!/ %
!（! " !）$ # / , ! ! " ! # $

/（ / % )，$，⋯，0）］分别为

.&) % )
- &’($（$-$) %）， .!) % *； （)/）

.&$ % )
- &’($（$#$$ %）， .!$ % )

- &’($（$#$$ %）；

（)0）

.&+ % )
- &’($（$($$ %）， .!+ % )

- &’($（$($$ %）；

（)2）

.&- % )
- &’($（$)$+ %）， .!- % &’($（$)$+ %）；（)3）

.&. % )
- &’($（$*$+ %）， .!. % &’($（$*$+ %）；（$*）

.&/ % )
- &’($（$+$- %），

.!/ % 3
- &’($（$+$- %）； （$)）

.&0 % )
- &’($（$,$- %），

.!0 % 3
- &’($（$,$- %）1 （$$）

由上可见，在这些种类的哈密顿量相互作用下，光子

数的平均值及其方差是随时间变化的，声子数的平

均值及其方差也是随时间变化的（除情形 )）外）1而
! & " & # $ , ! ! " ! # $，! & " & # + " ! ! " ! # +，

! & " & # - ,
)
$ ! ! " ! # -，! & " & # . "

)
$ ! ! " ! # .，

! & " & # / ,
)
+ ! ! " ! # /，! & " & # 0 "

)
+ ! ! " ! # 0，

! & " & # 0 "
)
$ !!1 # 0（ 0 % )，$，⋯，0）是不变量，最后

一个式子与量子光学中的 45相互作用的结果一样 1
由这些式子结合还可以导出其他一些不变量 1
利用（3）—（$$）式，可得光子场和声子场的二阶

相干度分别为

$（$）&)（*）% ) ,
’ " &’(-（-$) %）
［’ " &’($（-$) %）］$

，

$（$）!)（*）% ) , )
"； （$+）

$（$）&$（*）% ) ,
’ " &’(-（#$$ %）
［’ " &’($（#$$ %）］$

，

$（$）!$（*）% ) ,
" " &’(-（#$$ %）
［" " &’($（#$$ %）］$

； （$-）

$（$）&+（*）% ) ,
’ " &’(-（($$ %）
［’ " &’($（($$ %）］$

，

$（$）!+（*）% ) ,
" , $&’($（($$ %）" &’(-（($$ %）
［" , &’($（($$ %）］$

；

（$.）

$（$）&-（*）% ) ,
’ " &’(-（)$+ %）
［’ " &’($（)$+ %）］$

，

$（$）!-（*）% ) ,
" , $&’($（)$+ %）" -&’(-（)$+ %）
［" " $&’($（)$+ %）］$

；

（$/）

$（$）&.（*）% ) ,
’ " &’(-（*$+ %）
［’ " &’($（*$+ %）］$

，

$（$）!.（*）% ) ,
" , /&’($（*$+ %）" -&’(-（*$+ %）
［" , $&’($（*$+ %）］$

；

（$0）

$（$）&/（*）% ) ,
’ " &’(-（+$- %）
［’ " &’($（+$- %）］$

，
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!（!）""（#）$ % &
# & "’()!（$!* %）+ ,’()*（$!* %）
［# + -’()!（$!* %）］!

；

（!.）

!（!）&/（#）$ % &
’ + ’()*（(!* %）
［’ + ’()!（(!* %）］!

，

!（!）"/（#）$ % &
# & %!’()!（(!* %）+ ,’()*（(!* %）
［# & -’()!（(!* %）］!

0

（!,）
由（!-）—（!,）式知，在各种情形下，光场始终具有亚
泊松统计特性；当 #!!时，在情形 %）!）*）"）下，声
子场始终具有亚泊松统计特性；当 #!-时，在情形
-）下，声子场始终具有亚泊松统计特性；当 #!*
时，在情形 1）下，声子场始终具有亚泊松统计特性；
当 #!1时，在情形 /）下，声子场始终具有亚泊松统
计特性 0总之，当初始声子数 #!1 时，在各种情形
下，声子场始终具有亚泊松统计特性 0

* 2 结 语

对囚禁离子与单模量子辐射场构成的相互作用

系统，在旋波近似下，得到了 /种重要情形下的哈密

顿量 0研究了各种相互作用情形下系统的态函数随
时间的演化关系、光子态和声子态交换的条件及相

应的离子布居数，并研究了光子场和声子场的统计

性质，得到了光子数和声子数的平均值及其方差、光

子场和声子场的二阶相干度等量值 0结果表明，光子
态和声子态的交换仅在情形 -）下才有可能发生，当
’ $ # & %时，在各种情形下光子态都可以变成初始
声子态，但所需时间不同；对初始真空光子场 ’ $ #而
言，布居数将呈现拉比振荡；在各种情形下光子数的

平均值及其方差是随时间变化的，声子数的平均值及

其方差也是随时间变化的（除情形 %）外），而不变量有
3 & + & 4 ! & 3 " + " 4 !，3 & + & 4 - + 3 " + " 4 -，

3 & + & 4 * &
%
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最后一个式子与量子光学中的 56相互作用的结果
一样；在各种情形下光场始终具有亚泊松统计特性，

当初始声子数 #!1时，声子场也始终具有亚泊松
统计特性 0
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:3::?期 曲照军等：囚禁离子与单模场的相互作用


