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假设一双轴性向列相液晶分子简单相互作用模型，利用平均场理论，得到从各向同性相至单轴向列相、单轴向

列相至双轴向列相的相变 ( 结果表明，在一定温度范围内，分子形状的非轴对称性可导致系统双轴向列相的产生 (
在核磁共振实验中，导出双轴向列相序参数与谱线分裂频率间的一般关系，并讨论序参数测量性的可能性 (
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" 0 引 言

在向列相液晶中，由于分子形状的各向异性，可

以产生从各向同性相至单轴向列相、单轴向列相至

双轴向列相的相变［"—&］( 实验上，由于分子团形状
的各向异性，12和 34256［"］在溶致液晶中发现了双
轴向列相，并且得到系统在浓度7温度平面内的相
图 ( 对于热致液晶，实验上亦发现，在聚合物液晶和
具有环状分子的液晶中可有双轴向列相存在［!—&］(
理论上，对于球四极矩不为零的液晶分子，896:;69［<］

和 =6>?69等人［)］利用液晶分子相互作用的旋转不
变性，构造一与分子球四极矩有关的相互作用能量，

并利用平均场理论，得到在一定温度下系统从各向

同性相至单轴向列相、单轴向列相至双轴向列相的

相变 ( 为研究此相互作用的物理意义，本文考虑一
棒状液晶分子相互作用的简单模型，并将此推广到

具有非轴对称的液晶分子 ( 在平均场理论背景下，
得到与文献［<，)］一致的相互作用能 ( 运用数值计
算，得到系统在分子结构参数和温度平面内的相图 (
导出双轴向列相序参数与核磁共振（@A=）实验测量
量间的关系，并讨论可能的实验测量 (

! 0 相互作用模型

考虑一棒状液晶分子，设分子长轴方向单位矢

量为 !B ( 一般地，任意两液晶分子 "，!间的相互作用

是分子取向 !B "，!B !，分子重心间位置矢量 !"!的函数，

即 ""! C ""!（ !B "，!B "，!"!）（见图 "）( 为简单起见，将

""!对方位 #B "!和分子重心间距离 #"!求平均，即 $"!

C D ""! E !"!
，则 $"!仅与分子间相对取向（ !B "·!B !）有

关 ( 设两分子长轴间的夹角为!"!，则分子相互作用

能可写为 $"! C %（!"!），其中 %（!"!）为!"!的任意函

数 ( 将 %（!"!）以勒让德多项式展开，并考虑到向列

相液晶分子的首尾对称性，即 %（!"!）C %（!F!"!），

有

%（!"!）C "
& C #

’!&(!&（GH;!"!）， （"）

其中 (!&（GH;!"!）为 !& 阶勒让德多项式 ( 这里考虑

到 %（!"!）C %（!F!"!），奇次展开项系数为零 ( 略去

常数项和四次及以上的高阶项，并取 ’! C F )# I*，

其中 )# 为相互作用强度，* 为系统液晶分子总数，
有

$"! C F
)#
*(!（GH;!"!）( （!）

若 )# E #，则当!"! C #，分子 "，!间相互作用能有最

低值 F )# I*，这对应于分子平行排列 (
对于具有一般形状的刚性液晶分子，若将其简

化为沿三个相互垂直方向 !B，+B，,B的长棒（图 !），且
分子棒与棒之间的相互作用满足（!）式，则任意两分
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图 ! 棒状液晶分子示意图 !!"为分子重心间

的位置矢量，!# !，!# " 分别为沿两分子长棒的单

位矢量，! 为其棒长

子相互作用应为 ! 与 !，! 与 "，! 与 #，⋯，# 与 # 棒

间相互作用的叠加 $ 设刚性分子在 !#，"#，##方向上
的棒长分别为 !，"，#，且假定棒与棒之间相互作用
强度与两棒长度的乘积成正比，则分子相互作用能

可写为

$!" % & %!! !" &"（’()!!! !"
）& %!! ""

&"（’()!!! ""
）

& %!! #" &"（’()!!! #"
）& %"! !"

&"（’()!"! !"
）

& %"! ""
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& %#! !" &"（’()!#! !"
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）

& %#! #" &"（’()!#! #"
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其中相互作用强度

%!! !" %"!
"

’ ， %"! ""
%""

"

’ ， %#! #" %"#
"

’ ，

%!! ""
% %"! !"

%"!"’ ， %!! #" % %#! !" %"#!’ ，
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%""#’ ，

"为比例系数 $
对于由 ’ 个分子组成的液晶系统，内能为

( % !
) + *
!

’

* % !
+ $)* , )* % !

"!
’

) % !
-!

’

* % !
- + $)* , )*，

其中!- 为求和中 )" *，+·, )* 为对分子 )，*的取

向求平均 $ 根据平均场理论，假设分子 ) 在平均场
中的能量为 $（#)），其中#) 为分子取向的欧拉角，

则在单位立体角内，分子 ) 取向的概率分布函数为

+（#)）% ,./0 &
$（#)）( )-.
， （1）

其中

, %#./0［& $（#）2 -.］3#24!{ }"
&!

图 " 三维刚性液晶分子示意图 !#，"#，##为沿
三个相互垂直方向的单位矢量，!，"，#为沿 !#，
"#，##的棒长

为归一化常数，- 为玻尔兹曼常数，. 为绝对温度 $
将 +（#)）代入内能的表达式，有

( $
!
" ’" + $)* , )*

% !
" ’"#$)*（#)，#*）+（#)）+（#*）3#) 3#* $（5）

系统的热力学熵为

/ % & -’#+（#)）67 +（#)）3（#)）$ （8）

系统的自由能 0 为
0 % ( & ./ $ （9）

*: 平均场理论

一般地，液晶分子在向列相平均场中的能量应

为分子取向序参数矩阵元 1)*的函数，且对坐标系转

动变换保持不变 $ 将此平均场能量展开为序参数矩
阵元转动不变量的幂级数

$ % $; &$%&1&% < ⋯， （4）
其中 $; 为常数项，$)*为一次项系数张量，1)*为液晶

分子序参数矩阵元 $ 这里重复指标表示求和 $ 在对
角化坐标系中

12 %

1!! ; ;
; 1"" ;
; ; 1
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
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， （=）

其本征矢为 3# !，3# "，3# * $ 若将 3# !，3# "，3# * 取为实验室坐

标系，且假定分子长轴单位矢量 !#，"#，##在实验室坐

标系中的欧拉角# %（%，&，’），则 !#，"#，##可表为
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其中 %（$）为转动变换矩阵 . 对于分子 &，当分子取
向为$& 时，其平均场能量为

’（$&）" ’- &%!"(（$&）"! )⋯

" ’- &%!"%（$&）"#(
)
##（%（$&）

&*）#! )⋯（**）
将%!"重写为

%!" " *
+（%!" )%"!）)

*
+（%!" &%"!）

"%
/
!" )%

0
!"
， （*+）

其中%
/，%

0 分别为对称和反对称张量 . 将其代入
（**）式，并考虑到 (（$&）为对称矩阵，有

%
0
!"(（$&）"! "%

0
"!(（$&）!" " &%

0
!"(（$&）"!，

因此%
0
!"(（$&）"! " -. 在平均场能量 ’（$&）中略去

(+ 及以上的高阶项，并考虑到概率分布函数 *（$&）

可相差一常数因子，将 ’- 吸收进 ’（$&），则第 & 个
分子在平均场中的能量为

’（$&）" &%!"%（$&）"#(
)
##（%（$&）

&*）#! .（*,）
一般地，系数矩阵%!"有 1 个独立元素 . 考虑到

’（$&）对以下操作：（*）!! &! & !! &，"! &! & "! &，（+）!! &

! & !! &，#! &! & #! & 保持不变，可得%!"的非对角线元
素为零 . 将变换矩阵 %（$&）代入（*,）式，有

’（$&）" & ,
+（%,, &%

—）( [,, ++（#$%"&）

) %** &%++

+（%,, &%
—）

%’(+
"& #$%+# ]&

& *
+（%,, &%

—）（(** & (++ {） ,
+ %’(+

"& #$%+!&

) %** &%++

+（%,, &%
—）
［（* ) #$%+"&）#$%+!& #$%+#&

& +%’(+!& %’(+#& #$%"& }］， （*2）

其中%
— "（%** )%++ )%,,）3 , . 对于本文所考虑的刚

性液晶分子，定义序参数矩阵元 (!"为

(!" " ,-&.(!"&. " ,-&.
*
+〈, &!." &&&.&!"〉，

&!，.! " !!，"!，#!，!，" " *，+，,， （*1）
其中 , 为比例系数，-&.为 (!"&. 贡献的权重 . 此定义

与文献［4］中关于刚性液晶分子序参数矩阵元定义
相符 . 选择适当的坐标系，可使系数矩阵 - 对角化，
并将 , 吸收进 -&.，有

(!" " -!!(!"!! ) -""(!""" ) -""(!"""

"（-## &"-）,2〈,#!#" &&!"〉

) *
+（-!! &"-）,+〈 !!!" & "!""〉，（*5）

其中"- "（-!! ) -"" ) -##）6, .

将（*5）式代入（*2）式，并考虑到 !! &，"! &，#! & 与$&

"（!&，"&，#&）的关系，有

’（$&）" & 7
2（%,, &%

—）（-## & -）〈 ,
+ #+

, &( )*
+

)
-!! & -""

,（-## &"-）
,
+（ !+, & "+

,）〉

[8 ,
+ #+

&, &( )*
+

) %** &%++

,（%,, &%
—）

,
+（ !+&, & "+

&, ]）
& ,

2（%,, &%
—）（-## &"-）〈 ,

+（#+
* & #+

+）

)
-!! & -""

,（-## & -）
,
+（ !+* & !++ & "+

* ) "+
+）〉

[8 ,
+ #+

&* & #+
&( )+

) %** &%++

,（%,, &%
—）

,
+（ !+&* & !+&+ & "+

&* ) "+
&+ ]） .

（*4）
在第二节所考虑的相互作用模型中，分子 & 与

其余/ & *个分子的相互作用能平均值为

’& "#
/

. " *
9 : ’&. ; . $ / : ’&. ; .

" & 7
2’（# & #—）+〈 ,

+ #+
, &( )*

+

) ! & "
,（# & #—）

,
+（ !+, & "+

,）〉

[8 ,
+ #+

&, &( )*
+ ) ! & "

,（# & #—）
,
+（ !+&, & "+

&, ]）
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% ! !$

$）

& " ! #
"（! ! !—）

"
$（ "$% ! "$$ ! #$

% & #$
$）〉

[’ "
$（!$

$% ! !$
$$）

& " ! #
"（! ! !—）

"
$（ "$$% ! "$$$ ! #$

$% & #$
$$ ]），（%(）

其中 !— )（ " & # & !）*"为棒长的平均值 + 比较（%,）
与（%(）式，可得

!（! ! !—）$ )（""" !"
—）（%!! !!%），

" ! #
! ! !— )

%"" ! %##

%!! ! %— ) "%% !"$$

""" !"
— + （%-）

与文献［.］比较，（%,）或（%(）式具有与 /012310相互作
用能一致的形式 +
利用（,）和（%(）式，系统自由能 & 为

& ) -’
(!（! ! !—）$ ($ & "’

(!（! ! !—）$ )$

! *+’ 45,， （$6）
其中

, )"178［! -（#）* *+］9#*(!$

为系统配分函数，

( )〈 "
$ !$

" ! %
$ &$

"
$（ "$" ! #$

"）〉

为分子长轴单位矢量 ":，#:，!:在 .: " 方向的取向序，

) )〈 "
$（!$

% ! !$
$）&$

"
$（ "$% ! "$$）〉

为 ":，#:，!:在 .: %，.: $ 间优先取向的有序度，$ )（ " !

#）*［"（! ! !—）］为与分子非轴对称性有关的结构参
数 + 将自由能、温度无量纲化，则可得无量纲化自由
能为

!& #
#&

-’!（! ! !—）$ ) %
$［($ & %

" )$］! / 45,，

（$%）

其中 / ) #*+
-!（! ! !—）$

为约化温度 +

（$%）式给出的自由能是序参数 (，) 的函数 +
变化 (，)，求出使自由能取最小值的 (，)，可得系
统在平衡态下的序参数 + 为此将（$%）式对 (，) 求
偏导，得到 (，) 所满足的自洽方程组

( )"9# )$（;<3%）&$
"
$ 325$

%;<3$[ ]& 0（#），

) )"9 [# "
$ 325$

%;<3$’

&$
"
$（（% & ;<3$%）;<3$’;<3$&

! $;<3%325$’325$& ]） 0（#）， （$$）

其中概率分布函数 0（#）为

0（#）) {178 ( [/ )$（;<3%）&$
"
$ 325$

%;<3$ ]&
& )

" [/ "
$ 325$

%;<3$’

&$
"
$（（% & ;<3$%）;<3$’;<3$&

! $;<3%325$’325$& ] }） + （$"）

#= 结果与讨论

由于（$$）式无解析解，故采用数值求解 + 图 "
给出$) 6="（对应于 # ) 6，! * " ) $=%,,）时约化序
参数矩阵元 1%% ) ! 6=.（ ( ! )），1$$ ) ! 6=.（ ( &

)），1"" ) ( 随温度的变化曲线 + 曲线显示，当温度

/’2 > / > /’3，系统处于正单轴向列相，即 1"" ? 6，1%%

) 1$$ > 6 + 这里 /’2 ) 6=$."，/’3 ) 6=%..分别为液晶
从各向同性相至单轴向列相、单轴向列相至双轴向

列相的相变温度 + 在相变温度 /’3 ) 6=%.. 附近，曲
线显示序参数连续变化，而导数不连续，因此相变为

二级相变 + 为解释在此温度范围内分子的取向序，
图 #给出 ! * " ) $=%,,时，分子长棒取向示意图 + 由
于棒与棒间的相互作用强度正比于两棒长度的乘

积，则当 ! * " ) $=%,,时，! 棒间的相互作用大于 " 棒
间的相互作用 + 降低温度，可使沿 !: 方向的分子长
棒趋于沿某一方向，如 .: " 方向平行排列，这时 1"" )

! $1%% ) ! $1$$ ? 6，系统呈正单轴向列相 + 继续降
低温度，可使 " 棒间平行排列的有序性增加，从而产
生在 .: % 或 .: $ 方向的又一优先取向，这时系统进入

正双轴向列相 +
随着 ! 对 " 的比值下降，" 棒间的相互作用增

强，可使 ! 棒逐渐偏离原先沿 .: " 方向的平行排列 +
此外，!，" 棒间的相互作用也使这一无序性增加 +
当 ! ) "，! 与 !，" 与 " 棒和 ! 与 " 棒之间的竞争完
全相等，这时 ! 和 " 棒在 .: %，.: $ 平面内无序排列，序

参数由零变为负值，这时系统进入负单轴向列相 +
继续降低温度，可使 !，" 两棒沿 .: % 或 .: $ 的有序性

增加，系统进入负双轴向列相（见图 .）+
图 @给出系统在分子结构参数$、约化温度 /
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图 ! 约化序参数矩阵元 !"" # $ %&’（ " $ #），!(( # $ %&’（" )

#），!!! # "随温度的变化曲线 ! # %&!（对应于 $ # %，%* & #

(&"++）

图 , 分子长棒 $ # %，%* & # (&"++分子取向示意图 降低温度，

可使沿 %-方向的长棒彼此平行排列，此时系统为正单轴向列相 .

继续降低温度，可使 &- 方向的取向序增加，系统进入正双轴向
列相

图 ’ 分子长棒 $ # %，%* & # "分子取向示意图 降低温度，可

使垂直于 %-，&-方向的轴彼此平行排列，此时系统为负单轴向列
相 . 继续降低温度，可使 %-或 &- 方向的取向序增加，系统进入负
双轴向列相 . 虚线圆表示 %-，&-所在平面

平面内的相图，其中 ’ 为各向同性相，( )，( $分别

为正、负单轴向列相，) 为双轴相 . 各向同性相至

正、负单轴向列相为一级相变，正、负单轴向列相至

双轴向列相为二级相变 . 在!# "*!处，系统直接由
各向同性相经二级相变进入双轴向列相 . 这一相图
与已有的结果相符［/，+］. 当!0 "*!（这对应 $ # %，% *
& 1 (），% 棒间的相互作用大于 & 棒的相互作用 . 降
低温度，系统可由各向同性相经一级相变进入正单

轴向列相 . 继续降低温度，系统进入双轴向列相 .
增加!（"*! 0!0 "），可使 % 与 & 的比值减小（" 0 % * &
0 (），分子形状趋于盘状 . 这时 %，& 棒趋向垂直于
*- ! 排列 . 降低温度，系统进入负单轴向列相 . 继续
降低温度，使 %，& 沿 *- " 或 *- ( 的有序性增加，系统进

入双轴向列相 .

图 / 向列相液晶在分子形状参数!，约化温度 + 平面内的相图

’ 为各向同性相，( )，( $分别为正，负单轴向列相，) 为双轴

向列相 . 各向同性相至正、负单轴向列相为一级相变，正、负单

轴向列相至双轴向列相为二级相变 . 在!# "*!处，系统直接由

各向同性相经二级相变进入双轴向列相

’& 序参数与核磁共振实验测量的关系

根据文献［+］，对于自旋量子数 ’ 1 "的原子核，
核磁共振中四极矩产生的谱线分裂可被用来测量序

参数矩阵元 !,- . 考虑一电四极矩不为零的原子核，
其哈密顿算符为

./ # 0,- .1,-， （(,）
其中 0,- #!( 2 *（!3,!3-），2 为原子核附近电子云产
生的电势，矩阵算符 .1,-为电四极矩 . 这里重复指标
表示求和 . 对于 2—3和 4—2之间的化学键，0,-有
很好的单轴性 . 一般地，设 0,-为双轴性张量，在对角
化坐标系 &-，$- ，%- 中，可写为

0 #

0&& % %
% 0$$ %
% % 0









%%

. （(’）
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在实验室坐标系 !! "，!! #，!! $ 中，"#$变为

"#$ % "%%
$
# %#%$ & "

#!( )#$ ’ "
#（"&& & "’’）（ &# &$ & ’#’$），

#，$ % "，#，$( （#)）
考虑到 ()#$算符的形式为

［*］

()#$ %
!)+

) *（# * & "）
$
#（

(*#(* $ ’ (* $(*#）& *（ * ’ "）![ ]#$ ，

（#*）
其中 !)+ 为 *$ % * 的本征态下，) ()$$的本征值 ( 利用
（#)）和（#*）式，可得系统哈密顿量

(+ % $
# "%% ()%% ’ $

,（ "&& & "’’）()&’， （#-）

其中

()%% %（%#%$ & "
$!#$）()#$，

()&’ % #
$（ &# &$ & ’#’$）()#$， （#.）

其中对 %#%$ &!#$ /$，&# &$ & ’#’$ 求统计平均，且在 (*,
的本征态 0 ’〉中，利用〈’ 0 (*#" 0 ’〉%〈’ 0 (*## 0 ’〉%
"
#［ *（ * ’ "）& ’#］，〈’ 0 (*#$ 0 ’〉% ’#，可求得哈密顿

算符的平均值为

-1’ !〈’ 0 (+ 0 ’〉

%
!)+

# *（# * & "）"&& & "
# *（ * ’ "）’ $

# ’[ ]#

2（. ’"1)）， （$+）
其中

. %〈 $
# %$ %$ & "

#〉， ) % $
#〈 &$ &$ & ’$ ’$〉，

"1 %
"&& & "’’

$"%%
(

一般地，若外磁场 ! 在 !! "，!! #，!! $ 坐标系中为 ! %
+（345#" !! " ’ 345## !! # ’ 345#$ !! $），则哈密顿算符的平

均值变为

-1’ %
!)+ "%%

# *（# * & "） & "
# *（ * ’ "）’ $

# ’[ ]#

[2 （/""
%% ’"1/""

&’）345##"

’（/##
%% ’"1/##

&’）345###

’（/$$
%% ’"1/$$

&’）345## ]$ ， （$"）

其中

/##
%% %〈 $

# %#
# & "

#〉， /##
&’ % $

#〈 &## & ’#
#〉，

# % "，#，$ (
将 ! 用球坐标表示，即 ! % +（ 567$+ 345%+ !! " ’
567$+ 567%+ !! # ’ 345$+ !! $），将 -1’变换为

-1’ %
!)+ "%%

# *（# * & "） & "
# *（ * ’ "）’ $

# ’[ ]#

[2 $
# 345#$+ &( )"

# （. ’"1)）

’ "
# 567#$+ 345%+（0 ’"11 ]）， （$#）

其中

0 % $
#〈%#

" & %#
#〉，

1 % $
#〈 &#" & ’#

" & &## ’ ’#
#〉(

根据选择定则，在 * % "，0!’ 0 % "条件下，系统在外
磁场中所产生的谱线分裂频率间隔为

"& % $
, "%%!) [+

$
# 345#$+ &( )"

# （. ’"1)）

’ "
# 567#$+ 345#%+（0 ’"11 ]） ( （$$）

变换外磁场 ! 的方向，即$+，%+ 的角度，可测得不

同的"&，从而求出系统的序参数 . ’"1 ) 和 0
’"11 (

) 8 小 结

本文假设一液晶分子简单相互作用模型，利用

平均场理论，得到向列相液晶从各向同性相至单轴

向列相、单轴向列相至双轴向列相的相变，并给出系

统在分子结构参数"、约化温度 2 平面内的相图 (
结果表明，对于给定温度，液晶双轴向列相的产生与

分子形状的轴对称性有关 ( 分子轴对称性较高，系
统可处于正或负单轴向列相 ( 当分子轴不对称性增
加，可使系统从单轴向列相进入双轴向列相 ( 一般
地，在核磁共振实验中，液晶分子在外磁场中所产生

的谱线分裂频率间隔与向列相液晶序参数有关 ( 变
换外磁场的方向，测出不同的谱线分裂频率间隔，可

求出系统的双轴向列相序参数 (
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