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借鉴阻尼谐振子作量子力学处理的研究思想，将介观压电石英晶体等效电路量子化，在此基础上研究了真空

态和压缩真空态下，各支路电流和电压的量子涨落 *
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!山东省自然科学基金（批准号：,!$$!-$&）资助的课题 *

% . 引 言

压电石英晶体，又称石英谐振器，以其高 ! 值
（%$#—%$)）、高频率稳定度（%$/ )—%$/ %%）等优良性

能，而被广泛应用于振荡、陷波等各种电子电路中 *
随着纳米电子学的发展，电路和器件小型化的趋势

越来越强烈，当电子的输运尺度达到电子两次非弹

性碰撞尺度时，必须考虑器件和电路的量子效应 *当
前，关于电路及器件量子效应的研究已成为介观物

理研究的热点之一 *大量文献分别对 "# 电路、串联
$"# 电路、电容耦合电路、电感耦合电路中电荷及
电流在各种量子态下的量子涨落进行了广泛的研

究［%—!)］*而对介观石英晶体谐振器量子化的研究尚
未见报道，本文借鉴 0123对阻尼谐振子作量子力学
处理的研究思想［!"］，提出一种将介观压电石英晶体

等效电路的量子化方法，并在此基础上研究电流和

电压的量子涨落 *

! . 介观压电石英晶体等效电路的量
子化

石英晶体谐振器的等效电路如图 %所示 *当晶
体不振动时，可以看成一个平行板电容器，#$ 称为

静电容，它与晶片几何尺寸和电极面积有关 *当晶体
振动时，有一个机械振动的惯性，用电感 " 来等效，
晶片的弹性以电容 # 来等效 * "，# 的具体数值与晶

体的切割方式、晶片与电极尺寸、形状有关 *晶片振
动时，因摩擦而造成的损耗则用电阻 $ 来等效 *根
据基尔霍夫定律，其经典运动方程为
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式中 % 为电感支路的电流，% 7（ &）为信号源电激流，

令 ’ 6 " 4 %
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图 % 石英谐振器等效电路图

作量子力学处理时，在海森堡表象中，运动方程（!）
的形式不变，但 % 和 ’ 为非对易量，它们应满足一定
的对易关系，即量子化条件，从（!）式可以导出
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（!）式表明 !!"时，" 和 # 在经典条件下不构成共
轭变量，量子化条件必须加以修正，满足下列对易

关系：
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式中"" # )
%&" *
为石英晶体的谐振频率，其在等式

中的作用是保证等式两端量纲一致，&* #
&" &

&" + &，#

# !
%% ,

按照正则量子化方案，考虑由非正则变量 " 和
# 到正则共轭变量 ’ 和( 的如下变换：
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［ ’，(］# $!， （.）
式中 ’ 和 ( 分别为复正则电流和复正则电压，由
（-）式可得
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容易得到
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引入推广的湮没和产生算符
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由（.）和（)"）式，容易验证
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相应的哈密顿量为
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至此，便实现了对介观压电石英晶体等效电路的量

子化 ,

! 3 真空态下介观压电石英晶体中电流
电压的量子涨落

在接通电路的无限短时间间隔内断开电源，即

-（ $）# " 时，研究在真空态 4 "〉（定义为 , 4 "〉# "）
下，电流和电压的量子涨落 ,

!"#" 电感 ! 中电流及两端电压的量子涨落

由（-），（)"）和（))）式，可以得到电感支路中的
电流、电压的平均值和方均值为
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由此可以得到电感中电流和两端电压的真空量子涨

落为
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!"$" 损耗电阻 " 上电流电压的量子涨落

从图 )易见，#! # "!，"! # " ,由（)(）式易得
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!"!" 串联电容 # 中电流及两端电压随时间变化率
的量子涨落

从图 )易见，"& # "，因此有

〈（""&）%〉# !
%%""

%
" &’%#$ , （).）

由 "& #
&5#&

5 $ 和 "& # "，可以得到 #·& # "
& ,因此，有

〈（"#·&）%〉# !
%&% %""

%
" &’%#$ , （)/）

!"%" 并联电容 #& 中电流及两端电压随时间变化率

的量子涨落

注意到 " 0（ $）# "，由图 )得 "&" # ’ "，即
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由此，得到并联电容 &" 中电流及两端电压随时间

变化率的量子涨落为
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!" 压缩真空态下石英晶体中电流电压
的量子涨落

在接通电路的无限短时间间隔内断开电源，即

!（ "）# $，若假定这时等效电路处于压缩真空态
% $〉#，其在粒子数表象中可表示为
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式中 #（$" # 4 .）为压缩因子，!为压缩角 5将（,$）
式代入（&$）式，并结合（,,）式，可以得到压缩真空态
下 % 和& 的平均值及方均值为
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由此，可以计算压缩真空态下，介观石英晶体内的量

子涨落 5

!"#" 电感 ! 中电流及两端电压的量子涨落

由（8），（,$）和（,,）式，可以得到电感支路中的
电流、电压的平均值和方均值为
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由此可以得到电感中电流和两端电压的量子涨落为
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!"$" 损耗电阻 " 上电流电压的量子涨落

从图 ,易见，)* # (*，(* # ( 5由（&&）式易得
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!"%" 串联电容 # 中电流及两端电压随时间变化率
的量子涨落

从图 ,易见，(+ # (，因此有
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!"!" 并联电容 #& 中电流及两端电压随时间变化率

的量子涨落

注意到 ( (（ "）# $，由图 ,得 (+$ # / (，即
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由此，得到并联电容 +$ 中电流及两端电压随时间

变化率的量子涨落为
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当压缩因子 ! ! "时，压缩真空态变为真空态，
这时

! ! #，

" !#$ %$$ ! #$
" &

（’#）

由此，容易验证（$(）—（’"）式所示量子涨落和真空
态下的结果完全一致 &

( ) 结束语

本文从经典运动方程出发，借鉴阻尼谐振子作

量子力学处理的研究思想，将介观压电石英晶体等

效电路量子化，在此基础上研究了真空态和压缩真

空态下，各支路电流和电压的量子涨落 &结果表明，
真空态下，电路中的量子涨落均与电路器件的参数

有关，且随时间衰减；压缩真空态下，电路中的量子

涨落不仅与电路器件的参数有关，随时间衰减，还与

压缩参数 ! 及%有关 &可通过调节器件的参数来控
制电路的量子噪声，这对压电石英晶体在介观电路

的设计及应用有一定的参考意义 &
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