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把非中心力场中经典粒子运动微分方程写成 )*+,-./ 方程的形式，得到 )*+,-./ 不变量 0用改变时间坐标标度

的方法得到用能量 ! 和 )*+,-./ 不变量表示的轨道参数方程，并研究两守恒量（能量和 )*+,-./ 不变量）相应的无

限小变换的 1.2342* 对称性、562 对称性和形式不变性 0研究结果表明：与两守恒量相应的无限小变换既具有 1.2342*
对称性，也具有 562 对称性和形式不变性 0
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" 7 引 言

力学系统的对称性与守恒量紧密地联系在一

起，因此关于对称性与守恒量的研究已渗透到数学、

力学、物理学等各个领域 0 研究力学系统对称性与

守恒量的近代方法主要是 1.2342* 方法、562 方法和

形式不变性，并取得了一系列的成果［"—’］0 目前，关

于对称性与守恒量的研究主要分两个方向：一是从

各系统的 5,8*,982 函数或 :,+6;3.9 函数出发，引进

群的无限小变换，给出各对称性的定义、判据或条

件，从而得到守恒量的形式 0这种研究方法不涉及力

学系统 5,8*,982 函数或 :,+6;3.9 函数的具体表达

式，即不涉及实际的力学模型，所得结果具有普遍性

和抽象性［"—’］0二是从具体的典型力学模型出发，研

究其存在某种对称性与守恒量的条件［"$，""］或研究系

统已有守恒量的对称性［"#，"!］，即对称性与守恒量理

论的实际应用 0
)*+,-./ 系统是一对相互耦合的二阶微分方程，

在一定条件下它可由 :,+6;3.9 正则方程导出［"%］，许

多学者对 )*+,-./ 系统作了深入的研究［"<，"=］0 中心

力场问题的研究已比较成熟［"(，"&］，而非中心力场问

题的研究比较复杂，很难用常规的方法进行研究 0本
文把 非 中 心 力 场 中 经 典 粒 子 运 动 微 分 方 程 写 成
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量表示的轨道参数方程，并研究两守恒量（能量和

)*+,-./ 不变量）相应的无限小变换的 1.2342* 对称

性、562 对称性和形式不变性 0研究结果表明：与两守

恒量相应的无限小变换既具有 1.2342* 对称性，也具

有 562 对称性和形式不变性 0

# 0经典粒子运动微分方程的 )*+,-./
方程形式

非中心力场中，粒子的 :,+6;3.9 函数一般可表
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4 ’粒子的轨道参数方程

在平面极坐标系下，系统的 ?0/=@526 函数可表
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改变时间坐标标度，设
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将（);），（)&）式代入，并设#$ #，则非中心力场中粒

子的轨道参数方程为
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式中 ,)，,# 为积分常数 ’

8 ’系统的守恒量与对称性

首先，由于系统的 ?0/=@526 函数不显含时间，因

此能量守恒
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其次，由 ?0/=@526 正则方程导出的 -./0123 系统，存

在一 -./0123 守恒量，
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这里，’$ )，# 代表守恒量的个数，&为无限小参数，
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根据 $%&’(&) 逆定理，可确定由守恒量相应的无

限小变换的生成元［!］#
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式中，!"!!，!"!"，!""!，!""" 分别为 1&22 逆矩阵的各元

素，%" 为规范函数 #将 #!，#" 分别代入（,-）—（,0）式

得
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可见，与 两 守 恒 量 相 对 应 的 变 换 是 $%&’(&) 对 称

变换 #
而且，（,4），（,5）式分别满足 67& 对称性的确定

方程

#
8"
! / !·!8" / "!·"&! * ’（!）（&!）， （,9）

#
8"
" /$

·
!8" / "!·"&" * ’（!）（&"）， （-3）

式中 &!，&" 为广义加速度，且

&! * !8 * !$
·" + "%（$）

!, / &!"
， （-!）

&" *$8 * / !
!-
!%（$）

!$ / " !·$
·

! # （-"）

则与两个守恒量相对应的变换也是 67& 对称变换 #
在相空间中引进无限小群变换
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由 1:;7<’%= 系统的 $%&’(&) 逆定理，可确定由守
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（!"），（!#）式表明，与两守恒量相应的无限小变换，

也使系统的动力学函数在这种变换下仍然满足运动

方程，即具有形式不变性 $
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