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借助于 )*+,-./012345-6,7 变换和多线性变量分离方法，求得了（" 8 !）维非线性 29+:+1;.9,1).<=+,.--. 系统的一般

变量分离解 >根据得到的一般解，可以构建出丰富的局域相干结构，如峰状孤子、紧致子等 > 得到了两种新的局域

结构———钟状圈孤子和峰状圈孤子，并简要讨论了这两种圈孤子的一些特殊演化性质 >
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! C 引 言

在物理学的若干领域中，如流体力学、非线性

光学、等离子体物理、凝聚态物理等，现代孤子理论

得到了广泛的应用［!—#］> 高维孤子系统的局域结构

理论，现已引起了相关学者的极大关注 > 例如，由

29+:+ 等［&，?］通 过 2345-6,7 变 换 方 法 发 现 的 D*/.E1
F:.G*E:H9,!系统的钟状平面相干孤子，使人们对（"
8 !）维孤子系统产生了新的兴趣 > 近 !$ 年来，许多

学者对高维非线性物理模型进行了广泛的研究 >
现在，关于高维系统的圈孤子（在各个方向上发生

折叠的多值孤波）的研究，已有一些报道［’，%］，但人

们研究的范围主要仍局限于单值孤波，如钟状孤子

（7E9<+9,）和峰状孤子（=.*59,）等 > 可是，自然界是

丰富多彩的，常会遇到一些半包折叠的、相当复杂

的局域结构 >如：海面上的波浪会在某个方向上（如

! 轴方向）发生折叠，即以某种多值函数的方式折

叠，而在另外一个方向上（如 " 轴方向）又以某种单

值函数的方式局域 >在文献［(］中，我们已成功构建

了这种新的局域相干结构———钟状圈孤子 >现在一

个令人感兴趣的问题是，这种钟状圈孤子是否会存

在于其他物理模型？它的演化特性又如何呢？是否

还存在其他新的局域结构？本文将关注下面（" 8 !）

维 29+:+1;.9,1).<=+,.--.（2;)）非线性系统一些新的

局域结构及其一些特殊的演化行为［I］：

#"$ J（#"）!" 8 #!!" J "%!!! K $， （!）

%$ J %!! J "#%! K $C （"）

在文献［I］中，作者已证明了上述 2;) 系统的可积

性，文中还证明，通过适当的变换上述 2;) 系统可

以从著名的 H+,.1L9E79, 方程或 H+,M1L9E79, 方程导

出 > 这些方程出现在数学物理的许多分支中［!$］，并

被广泛地应用于原子物理、分子物理、粒子物理和浅

水波模型等实际问题中［!!，!"］> 文献［!#］得到了这个

方程的类孤子解和类多孤子解 > 然而就我们所知，

关于上述 2;) 系统的钟状圈孤子和峰状圈孤子的

研究仍少有报道 >

" C（" 8 !）维 2;) 系统的变量分离解

对一个给定的非线性物理模型而言，人们可以

用不同的方法求解 >其中一个有效的方法是最近由

;96 等［!&］提出的多线性变量分离法（N;OFP）> 这个

方法近来被不断发展和完善，并成功地应用于各类

（" 8 !）维非线性模型，如（" 8 !）维 PQ-9G+:R1A*6=1
S.G.--1F.T6E 系 统，非 线 性 F4MEU7+,T.E 方 程，以 及

S+RM,+51S9/+59/1O.HH.-9/ 模 型 等［!?—!(］> 事 实 上，

N;OFP 方法研究（" 8 !）维孤子系统的基本理论已

第 ?& 卷 第 & 期 "$$? 年 & 月

!$$$1#"I$V"$$?V?&（$&）V!&’(1$(
物 理 学 报
PWXP )Y@FZWP FZSZWP

O9->?&，S9>&，P=E+-，"$$?
"

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
"$$? WM+,> )M[H> F94>



经建立 ! 当然，"#$%& 还在进一步发展，旨在得到

非线性系统更广义的精确解（就某种意义而言，所

求得的解应包含更多的任意函数）!
在本文中，我们将 "#$%& 方法拓展到（’ ( )）

维 *#+ 系统 !首先，我们对（)），（’）式中的 ! 和 " 进

行下面的 +,-./0123*456/7.8 变换：

! 9 !
!’

# 9 :
!# $ #;!) ，

" 9 !
!’

# 9 :
"# $ #;!’ ，

（<）

式中 !!)
和 "!’

是 *#+ 系统的任意种子解 !根据首项

分析得!) 9!’ 9 )= 把（<）式代入（)）和（’）式，并知

函数 !) 和 ") 是原 *#+ 模型的种子解，得

!
<

% 9 :
") % $ %;> 9 :，

!
’

% 9 :
"’ % $ %;< 9 :，

（>）

式中") % ，"’ % 是关于｛!# ，"# ，$｝及其导数的函数 !由于

表达式") % 和"’ % 的复杂性，我们忽略了其具体形

式 !消去（>）式中的首项，可以确定函数｛!:，":｝!将
所得结果代入（<）式并改写它的形式，上述 +,-./0123
*456/7.8 变换变为

! 9（/. $）& ( !)，

! 9（/. $）’ ( !) =
（?）

下面为了讨论方便，我们将种子解 !) 和 ") 分别取

为 !) 9 !)（&，(），") 9 :，其中 !)（&，(）是一个关于

（&，(）的任意函数 !把种子解和（?）式代入（)）和（’）

式，得到

［ $&’( ; ’（ $&’!)）& ; $&&&’］$ ’

(［’ $’（ $&!)）& ( $’ $&&& ;（ $& $’）(

(（ $&’ $&）& ( >!) $&’ $& ; $&’ $( ］$

( ’（ $& $( ; ’!) $&& ; $&& $&）$’ 9 :， （@）

$［ $’( ; $&&’ ; ’!) $&’］

(（’!) $& ( $&& ; $( ）$’ 9 := （A）

借助于计算机代数并经过仔细计算，（@）和（A）

式可以约化为一个线性方程，

$( ; $&& ; ’!) $& 9 := （B）

既然（B）式是个线性方程，我们可运用线性迭代原

理，如

$ 9 ):（’）(!
*

+ 9 )
,+（&，(）)+（’，(）， （C）

式中，变量分离函数 ,+（ &，(）" ,+ 和 )+（ ’，(）"

)+（+ 9 )，’，⋯，*）分别是｛&，(｝和｛’，(｝的待定

函数，):（’）"): 是 ’ 的任意函数 ! 把（C）式代入

（B）式可得到下述的变量分离方程组：

,+( ; ,+&& ; ’!) ,+& (!
-

. 9 )
/+.（ (）,+ 9 :， （):）

)+( ;!
-

. 9)
/+.（ (）)+ 9 : （ . 9 )，’，⋯，-），（))）

式中 /+.（ (）（+ 9 )，’，⋯，*；. 9 )，’，⋯，-）是

关于时间 ( 的任意函数 !然后可得到 *#+ 系统一般

形式的变量分离解，

! 9
!

*

+ 9 )
,+&)+

): (!
*

+ 9 )
,+)+

( !)， （)’）

" 9
!

*

+ 9 )
,+)+’

): (!
*

+ 9 )
,+)+

! （)<）

这里的 !)，,+ 和 )+ 应满足（):）和（))）式 !
与变量分离解相对应的 *#+ 系统的一般势函

数 0（0"!’" "&）为

0 9
!

*

+ 9 )
,+&)+’

): (!
*

+ 9 )
,+)+

;
!

*

+ 9 )
,+&)+ ):’ (!

*

+ 9 )
,+)( )+’

): (!
*

+ 9 )
,+)( )+

’
! （)>）

为了讨论一般变量分离解或一般势函数 0 的

一些有趣性质，需作进一步简化 ! 这里我们考虑一

种最 简 单 的 情 况：取 * 9 - 9 )，｛,)，)) ｝"
｛,，)｝，/))（ (）" 1（ (），则上述方程（C），（):）和

（))）变为

$ 9 ): ( ,)， （)?）

,( ; ,&& ; ’!) ,& ( 1（ (）, 9 :， （)@）

)( ; 1（ (）) 9 :， （)A）

根据方程（)@）和（)A），可以得到它们的一般

解 ! 由于 !)（&，(）是关于（&，(）的任意种子解，我

们可以认为 , 是（&，(）的任意函数，再由（)@）式确

定种子解 !)（&，(），即

!) 9
,( ; ,&& ( 1（ (）,

’,&
! （)B）

至于方程（)A），可以直接写出其解
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!（"，#）!!（"）"#$!
#
$（ #）%( )# & （’(）

这里!（"）"!是关于 " 的任意函数 &
最后我们可以得到该 )*+ 系统一组特殊形式

的变量分离解

% !
&’!"#$!

#
$（ #）%( )#

!, - &!"#$!
#
$（ #）%( )# -

&# . &’’ - $（ #）&
/&’

，

（/,）

( !
（)/ - )0 &）!" "#$!

#
$（ #）%( )#

!, - &!"#$!
#
$（ #）%( )#

， （/’）

* !
&’（!"!, .!!,"）"#$!

#
$（ #）%( )#

!, - &!"#$!
#
$（ #）%( )[ ]#

/ ， （//）

式中 &（’，#），!,（"），!（ "）和 $（ #）是 1 个所示

变量的任意函数 &

0 2 )*+ 系统的一些特殊局域相干孤子

———钟状圈孤子和峰状圈孤子

在这里我们暂不考虑一般势函数（’1）式，而只

讨论由（//）式描述的势函数 * 所产生的一些局域

结构 &事实上，即使在这种特殊情形中，也可以得

到 )*+ 系统的非常丰富的局域相干结构［/，3，’4］&由于

函数 &（ ’，#），!,（ "），!（ "）和 $（ #）在势函数

（//）式中的任意性，* 显然具有丰富的局域结构，

如钟状孤子和峰孤子等平面局域相干孤子 &为了进

一步简化下面的讨论，我们在势函数（//）式中暂取

!,（"）! ’，$（ #）! ,&例如，在各个方向上都局域的

钟状孤子可以由直线孤子或曲线孤子共振作用后得

到 & 一种简单的方法是考虑选取函数 &（ ’，#）和

!（"）为［’4］

& ! ’ -#
+

, ! ’
), 5678［-,（’ - $, #）- ’, ,］，

! ! ’ -#
.

/ ! ’
0/ 5678（1/" - ", /）

（/0）

时，其中 ), ，0/ ，-, ，1/ ，$, ，’, , 和 ", / 是任意常量，+
和. 是正整数，那么我们就可以得到势函数 * 的

平面相干钟状孤子 &图 ’ 是势函数（//）式满足条件

（/0）式和

+ ! /，

. ! -’ ! -/ ! . $’ 9/ ! $/ ! 1’ ! ’，

’,’ ! ’,/ ! ",’ ! ,，

/)’ ! /0’ ! )/ ! ,2/ （/1）

时的两个钟状孤子及它们在不同时间的演化图 &传
统理论一般认为：孤子相互作用后，它们保持原有

的波 幅、速 度 和 形 状［’，/］& 如 在 过 去 的 若 干 研 究

中［/，3］，也已发现钟状孤子与钟状孤子作用后，其

波幅、速度和形状完全保持不变 & 但是在实际不同

物理系统中，孤子碰撞是相当复杂和多样的 & 根据

图 ’ 的分析，可以发现：这两个钟状孤子相互对碰

后，虽然仍保持原来的速度和形状，可是它们的波

幅变化了 & 显然，若 !,（"）$’，$（ #）$,，而是分别

取关于 " 和 # 任意函数，势函数 * 必将展现更为复

杂的行为 &
如果考虑函数 &（ ’，#）和!（ "）为一些恰当的

分段连续函数时，则可以得到势函数 * 的一些峰

状 孤 子 和 紧 致 子（ :;<$6:5;7）［/，=］& 例 如 取 函 数

&（’，#）和!（"）满足下述条件时：

& !’ -#
+

, !’

",（’ - $,#） （’ - $,#%,），

.",［.（’ - $,#）］- /",（,）（’ - $,# > ,{ ），

（/?）

! ! ’ -#
.

/ ! ’

#/（"） （" % ,），

.#/（. "）- /#/（,） （" > ,{ ），

（/4）

我们可得到如图（/）所示的峰状孤子 &

这里，符号“#
.

/ ! ’
｛”的意思是，对式中求和时每

取一个 , 或 / 均对应一个分段连续函数（下同），其中

的#/（"）和",（’ - $, #）"",（$）是所示变量的可微

函数，边界约束条件为

#/（@ A）! 2 @ / （ / ! ’，/，⋯，+），

",（@ A）! 3 @ , （ , ! ’，/，⋯，.）&
这里的 2 @ / 和3 @ , 为任意常量甚至无穷 &图 / 是势函

数（//）式满足条件（/?），（/4）式和

+ ! /，

. ! ’，

"’ ! ,2’"#$（’ - #），

"/ ! ,2/"#$（’ . / #），

#’ ! "#$（"）

（/=）

时的两个峰状孤子及它们在不同时间的演化图 &在文

献［/］中，作者报道了两个峰状孤子相互作用后，它

们的速度保持不变，而波幅和形状发生相互交换 &可
是，这里所得的结果与文献［/］的报道不同 &根据图

/，进行理论和图形分析可知：两个峰状孤子对碰后，

,=1’ 物 理 学 报 ?1 卷



虽然仍保持原来的速度，但它们的波幅和形状都变

化了，而不只是波幅和形状发生交换 !这说明在不同

物理系统或是同一系统中，在不同的初始条件或边

界条件下孤子的作用会呈现出不同的行为 !

图 " 势函数 ! 满足条件（#$）和（#%）式时的两个钟状孤子和它们在不同时间的演化图 （&）" ’ ( )，（*）" ’ +，（,）" ’ )，（-）为与（&），（*），

（,）相对应的势函数 ! 在 # ’ + 处的截面图，点线对应（&），虚线对应（*），实线对应（,）

图 # 势函数 ! 满足条件（#)），（#.）和（#/）式时的两个峰状孤子和它们在不同时间的演化图 （&）" ’ ( )，（*）" ’ +，（,）" ’ )，（-）为与图

（&），（*），（,）相对应的势函数 ! 在 # ’ + 处的截面图，点线对应（&），虚线对应（*），实线对应（,）

"/%"% 期 郑春龙等：（# 0 "）维 1234356728597:;387<<7 系统的钟状和峰状圈孤子
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现在我们分析势函数 ! 在一些特定情形下可

能存在的钟状圈孤子 ! 若取!是关于 " 的单值函

数，而 # 由下述关系给定［"］：

#$ # !
%

& # $
’&（" % (&)），

$ #" %!
%

& # $
*&（" % (& )），

# #"
"
#$$"&"，

（’"）

图 ( 势函数 ! 满足条件（’)）和（(*）式时的两个钟状圈孤子和它们在不同时间的演化图 （+）) # , $*，（-）) # *，（.）) # $*，（&）)

# $’，（/）为与（+）相对应的势函数 ! 在 " # * 处的截面图，（0）为与（.）相对应的势函数 ! 在 " # * 处的截面图

式中，(&｛& # $，’，⋯，%｝是任意常量，’& ，*& 为局

域函数，其特性是

’&（1 2）# *，

*&（1 2）# .3456 !
从（’"）式知：通过适当选取函数 *& ，在 $ 的某些区

域上，"可能是一个关于 $ 的多值函数 ! 在这些区

域里，#$ 虽然是关于"的单值函数，但它可以是关

于 $ 的多值函数 !例如，当

#$ # 5/.7’（"）% *895/.7’（" , *89 )），

$ #" , $896+47（"）, $896+47（" , *89)），
（’)）

! # $ % 6+47（"），

+*（"）# $*，

(（ )）# *
（(*）

时，我们可以得到一种新的局域结构———钟状圈孤

子 !图 (（+）—（&）中描绘了两个钟状圈孤子的演化 !
从图 ( 可以看出，这两个钟状圈孤子在 $ 方向上

发生折叠，而在 " 方向上以钟状单值局域 ! 另外，

由理论计算和图形分析知，在这两个圈孤子中，碰

撞前一个圈孤子（图中较大的孤子）的速度为零，另

’:;$ 物 理 学 报 9; 卷



一个圈孤子以 !"# 的速度沿 ! 正方向运动 $ 在小圈

孤子追碰大圈孤子过程中，大圈孤子的位置从 ! %
& ’"#移到了 ! % ’"# 处，发生了相移，但碰撞结束

后它仍然处于静止状态，而小圈孤子继续以 !"# 的

速度沿 ! 正方向运动 $ 与图 ’ 和图 ( 中的孤子演化

行为相比较，这两个钟状圈孤子的演化行为呈现出

新的特点：它们交汇作用后，完全保持原有的形

状、波速和波幅 $

图 ) 势函数 " 满足条件（*’），（**）和（*)）式时的两个峰状圈孤子和它们在不同时间的演化图 （+）# % & #，（,）# % !，（-）# % #，

（.）# % /，（0）为与（,）相对应的势函数 " 在 ! % !"’ 处的截面图，（1）为与（+），（,），（-）相对应的势函数 " 在 $ % ! 处截面图，点线

对应（+），虚线对应（,），实线对应（-）

进一步推广上述结果，我们还可以得到势函数

（((）式的峰状圈孤子 $ 现在取 % 是关于（ !，#）的分

段连续单值函数，

% %’ 2!
&

’ %’

!’（! 2 (’#）（! 2 (’#"!），

&!’［&（! 2 (’#）］2 (!’（!）（! 2 (’# 3 !{ ），

（*’）

而"取为多值函数

"$ % !
)

* % ’
+*（#），

$ %# 2!
)

* % ’
,*（#），

" %#
#

"$$#.#，

（*(）

式中 +* ，,* 也为局域函数 $ 通过适当选取局域函数

,* ，在 $ 的某些区域上，使#是关于 $ 的多值函数，

从而得到"$ 是关于 $ 的多值函数 $例如，当

*4)’) 期 郑春龙等：（( 2 ’）维 567879:06;9<0=>7;0??0 系统的钟状和峰状圈孤子



!! ! "#$%&（"），

! !" ’ &()*%（"），
（++）

而在（+,）式中取

" ! &，

#, ! #-.（# / $），

#& ! &#-.（# ’ & $），

（+0）

并在势函数（&&）式中取 %1（ !）! &1，&（ $）! 1 时，

我们可以得到另一种新的局域结构———峰状圈孤

子 2图 0（)）—（3）中描绘了两个峰状圈孤子的演化 2
从图 0 可以看出，这两个峰状圈孤子也具有新的性

质：它们在 ! 方向上发生折叠，而在 # 方向上以峰

状单值局域 2根据理论和图形分析知，在这两个圈

孤子中，碰撞前一个圈孤子（图中较大的孤子）以 &
的速度沿 # 正方向运动，另一个圈孤子以 , 的速度

沿 # 反方向运动 2两个峰状圈孤子相互作用后完全

保持原有的形状、波速和波幅 2 这与图 + 的钟状圈

孤子演化行为类似 2

0 4 结 论

本文从 5)6*7#89:;<$=7>*3 变换出发，运用多线

性变量分离理论研究了（& / ,）维非线性 ;?5 系统，

得到了该系统的具有若干任意变量分离函数的一般

局域解 2根据所得的局域解，通过选择恰当的任意

函数，则可以构造各种各样的局域相干孤子，如钟

状孤子、环孤子、团孤子、呼吸子、瞬子、峰状孤

子、混沌孤子和分形孤子等 2 本文得到了两种新的

局域相干结构———钟状圈孤子和峰状圈孤子，并简

要地讨论了其演化特性 2 本文只是初始工作，由于

孤子理论广泛的潜在应用，关于高维非线性可积系

统的圈孤子及其演化特性值得进一步深入研究 2

感谢楼森岳教授和张解放教授的帮助和讨论 2
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