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考虑了两个延迟耦合 *+,-./012340/56系统，首先分析两点延迟耦合的动力学行为，给出静息态的局部稳定和
不稳定的参数区 7 螺旋波同步、共同的静息态以及两个系统不同的状态出现在静息态稳定参数区内，在这些态的
过渡耦合强度参数区内会出现很多演化图样，它们反映了螺旋波波头、波体和波尾的不同，也反映空间尺度对螺旋

波的影响 7讨论了静息态局部不稳定参数区内，两点延迟耦合的动力学行为和相应参数下两个延迟耦合反应2扩散
系统的斑图动力学行为 7
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! 9 引 言

可激性是许多物理、生物系统的一个普遍特性 7
早在 !:&"年，.6;0<+=和 ./>?@A［!］给出了薄膜电流的
定量描述，并将其应用到神经的可激与传导中 7随
后，*+,-./01和 340/56［"］发展了基本数学模型 7自此
以后，这方面的工作得到了广泛的开展 7一般二维可
激系统中常出现的两种耗散结构是平面行波和旋转

螺旋波 7螺旋波的动力学行为很多年来一直是人们
研究的焦点之一，螺旋波的形成和发展有着丰富的

动力学内容，例如，系统的自组织行为、波头的运

动［#—)］以及周期脉冲和噪声的影响［%］、螺旋波破碎

及时空混沌的转变［:—!"］等 7
最近，由于实验技术的提高，可以在光敏感的

B@?6/C6D2E14F6,+=C<A（BE）反应中实现两个实验系统
的耦合，从中能够观测到缺陷湍流系统的螺旋波同

步现象［!#］；更为多彩的图灵斑图图样也出现在两个

耦合的支持图灵斑图的系统中［!(］7为了对两个耦合
系统的动力学机制有深入的了解，我们考虑两个延

迟耦合的螺旋波可激系统，第一个系统的初始态是

一个螺旋波，另一个系统最初处于静息态 7我们的结
果有利于理解三维卷波的一些性质，比如三维性对

平面螺旋波有很大的破坏作用 7 BE反应的实验结果
表明，存在着两种失稳，一种是长波失稳（GH<14/C失
稳）；另一种是从螺旋波头开始的失稳，最近的实验

表明，这类系统的失稳是由于 I6JJ?@K效应与三维效
应共同引起的 7
在本文中，我们首先考虑了两点延迟耦合系统

的动力学行为，所得的结果有助于理解两个延迟耦

合二维系统的一些斑图的形成；其次给出两延迟耦

合二维可激系统中出现的各种图样以及相应的耦合

强度范围，同时给出一些图样的解释；最后考虑了不

同延迟的影响 7

" 7 两个延迟耦合的 *+,-./012340/56
（*.3）反应扩散系统

在本文中，我们采用了早期的 *.3模型 7与其
他模型相比，在这个模型中发展起来的螺旋波有很

宽的恢复区，使得螺旋波有非常强的自调节功能，螺

旋波失稳（GH<14/C失稳和 I6JJ?@K失稳）最不容易发
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生在此类模型中 !这将有利于我们理解两个系统相
互作用的机制 !两个延迟耦合的 "#$系统可以写为
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!
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式中，反应项 #（ !，$）& ) $ ) !（ ! ) *+*,）（ ! )
%+*），&（!，$）& ) $ ’ (+-!；% 是系统（%），（(）的耦
合系数；"是延迟时间；!应该足够的小，以保证各
自系统的可激性 !

, + 两点延迟耦合的动力学行为

首先，考虑没有扩散项时的情况 !可以认为两个
系统在各自空间上只有一点，这两个点延迟耦合在

一起，整个系统的动力学行为可以描述如下：
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为了便于计算，作时间变换 "/ & %
!

"，"/ & %
!"
，同时

令 ’ & *+*,，( & %+* 0!，) & (+- 0!（这里取! &
*+**%），则（,），（.）式变为
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（*，*，*，*）是方程的一个定态解，它的稳定性依赖
于"/（或"）!（-），（1）式在定态解附近的特征方程
可以写为

#%（$）#(（$）& *+ （2）
这里

#%（$）&［（’ ’$）（ ( ’$）’ )

’ (+*%3)$"/（ ( ’$）］，
（4）

#(（$）&［（’ ’$）（ ( ’$）’ )］!
根据辅角原理和儒歇定理，对于参数 ) 5 (( 和
.（) 6 (）5（’ ) %）(，% 存在一个临界值 %"/，

%"/ & ’( (( ) () ’ ( )（( (( ’ (’( ’ )(! ）

! . !

（7）
当 % 8 %"/时，（*，*，*，*）总是局部稳定的 ! % 5 %"/时，
稳定行为依赖于延迟"/，通过对#%（$）分岔行为的
分析，我们可以得到相应的参数分隔线 !
如果
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这里

%< & （) + < +( ) .! ,）! 6(，
其中

+ & ’( ’ (( ) () ) .%(，
, &（’( ’ )）( ) .%( (( +

图 %（=）显示相应的参数分隔线图，其中 %，"取
+，, 处的值时，（*，*，*，*）态是局部稳定的（#区）!
而取 -，.，/，0 处的值时，（*，*，*，*）态是局部失稳
的（$区）!两点的动力学行为和两个延迟耦合 "#$
系统的斑图动力学在局部失稳和不失稳参数值下是

完全不同的，在下面的数值模拟中，我们会清楚地看

到这一点 !以下的数值结果主要使用的是 +，,，-，
.，/，0 处的一些参数 !
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图 ! 参数分隔线和相图 （"）（#，#，#，#）态局部稳定性的参数 !$!%图，（&）单点可激系统的相图

图 ’ 不同参数下的轨道图 （"）!% ( )，! ( #*#’；（&）!% ( )，! ( #*!；（+）!% ( )，! ( #*’,；（-）!% ( )，! ( #*..；（/）!% ( )，! ( #*)；（0）!%
( 1#，! ( #*#,2*（"），（&）对应着（#，#，#，#）局部稳定；（+），（-），（/），（0）对应着（#，#，#，#）局部失稳

’!1! 物 理 学 报 1)卷



图 ! 两个系统的螺旋波同步（ ! " #$#%&，!" #$##’）（(），（)）" " #$*+；（,），（-）" " .$/%；（0），（1）" " !&$（(），（,），（0）对应着第一个系

统的空间图样；（)），（-），（1）对应着第二个系统的空间图样 2空间格点数为 *## 3 *##，不同的灰度表示不同的 # 值

图 *给出了不同参数区内返回到（#，#，#，#）态的
轨道图 2考虑到下一节要用到这一节的结果，选取系
统（/）的初始值为未耦合时波背处的值（图 /（)）中的
$点），取系统（*）的初始值为未耦合时波峰处的值
（图 /（)）中的 %点）2轨道依赖于参数!4（或!）和 !，
在!4（或!）一定的条件下，当 ! 很小时，两个系统的
轨道基本上与未耦合时的轨道相吻合（图 *（(））2较大
的 ! 值会使第二个系统的可激态过早下跳（图 *（)）），

从第 ’节中，我们将会知道这使得两系统的螺旋波同
步成为可能 2 ! 值很大时，（#，#，#，#）态开始失稳，这时
系统不能稳定到（#，#，#，#），原有的可激轨道和 #，&
随时间的周期振荡共存 2 ! 值越大振荡越明显，而 !
值越小可激轨道越明显（从图 *（,），（-），（0）中可以看
到），这两种运动的共存会带给我们丰富的时空图样 2
从图 /（(）可知，失稳还依赖于!4（或!），图 *（1）给出 !
很小、!4很大时的轨道图 2
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图 ! 两个系统能达到静息态（ ! " #$#%%，!" #$##!）（&），（’）" " #$(；（)），（*）" " #$%%；（+），（,）对应的时间是 " " ($%$（&），（)），（+）对

应着第一个系统的空间图样；（’），（*），（,）对应着第二个系统的空间图样 -空间格点数为 .## / .##，不同的灰度表示不同的 # 值

!$ 两延迟耦合 012反应扩散系统的动
力学行为

这里，我们考虑延迟耦合的两个 012反应扩散
系统，计算中选取的空间格点数为 .## / .##，采用的
时间延迟!3 " !$ 耦合前，第一系统为一螺旋波，第
二个系统处于静息态，这有利于我们看清一个平面

螺旋波如何激发附近层及附近层反过来对它的

影响 -
首先考虑耦合强度 ! 小于临界强度的情况（此

情况下，（#，#，#，#）点是稳定的 -某位置经过激发态
回到静息态后，只有周围位置的可激态扩散到这个

位置，才可以再次被激发），两系统的螺旋波同步（图

(）、共同的静息态（图 !）、以及第一个系统始终为一
个螺旋波（图 4，! 小于 #$#5!）的现象会出现 -耦合加
入后，由于可激性，在第二个系统中与第一个系统可

激部分耦合的那些区域会在极短时间内被激发（即

!545 物 理 学 报 4!卷



图! 第一个系统的螺旋波始终被保存下来的情况（ ! " #$#%，!" #$##&）（’），（(）" " #$)；（*），（+）" " #$,,；（-），（.）" " /$/) $
（’），（*），（-）对应着第一个系统的空间图样；（(），（+），（.）对应着第二个系统的空间图样 0空间格点数为 /## 1 /##，不同的灰度

表示不同的 #值

这些格点很快就处于图 %（(）中 $ 点的状态），与第
一个系统螺旋波波峰部分耦合的那些位置和第一个

系统的相应位置具有相似的性质，很快能达到相同

的动力学行为 0而与第一个系统螺旋波波背部分相
对应的那些区域和第一个系统的相应位置有不同的

动力学性质 0在第一个系统波背处，可激态只能向前
扩散；而第二个系统中相应的位置具有波峰的动力

学性质，可激态可以向后传 0由图 /（’），（(）可知，如

果 ! 值较大，第二个系统中与第一个系统波背、恢
复区相对应的那些区域会丧失可激性，可激态很难

向后传下去，经过一段时间的演化，两个能实现螺旋

同步（图 2，! 的范围是 #$#,&—#$/&#）0与无延迟情
况相比，同步后的螺旋波会以非常慢的速度向外传

播 0 如果 ! 值较小，尽管由于耦合作用处于可激态
的时间间隔会变短，但仍可以支持可激态向后传，能

够产生向后传播的波 0在第二个系统中，向后传播的

!%!%&期 袁国勇等：两个延迟耦合 3456789:;<’98=>系统的动力学行为



波和下一个向前传播的波相碰，整个可激区会消失 !
而第一个系统的螺旋波要经过与第二个系统的后传

波恢复区相耦合的那些区域，耦合强度很小时，这些

区域是可激的，尽管可激区的间隔会变窄，但螺旋波

也能通过此区域，第一个系统的螺旋波会保存下来

（图 "）!如果 ! 不是足够地小，第一个系统与第二个
系统的后传波恢复区相耦合的那些区域丧失可激

性，螺旋波不能通过此区域，共同的静息态会出现

（图 #，! 的范围是 $%$&&—$%’(）!
在上述各现象的过渡参数区内，会出现很多多

彩的图样（图 )、图 &），它们反映了波头、波体和波尾
的不同，也反映了不同边界对螺旋的影响 !与无耦合
时相比，两种不同动力学行为交界处的耦合参数要

偏大 !

图 ) ! * $%$+’，!* $%$$#时的图样 （,），（-）" * $%+)；（.），（/）" * $%0)；（1），（2）" * 0%3&%（,），（.），（1）对应着第一个系统的空间图

样；（-），（/），（2）对应着第二个系统的空间图样 !空间格点数为 3$$ 4 3$$，不同的灰度表示不同的 # 值

)("( 物 理 学 报 "#卷



图 ! ! " #$#%&，!" #$##’时的图样，最终两个系统演化到静息态 （(），（)）" " #$*+；（,），（-）" " %$.+；（/），（0）" " ’$#1$（(），（,），（/）

对应着第一个系统的空间图样；（)），（-），（0）对应着第二个系统的空间图样 2空间格点数为 %## 3 %##，不同的灰度表示不同的 #值

当 ! 大于临界耦合强度时（如图 .（(）中 $，%，
& 三点），（#，#，#，#）态开始失稳，这时的轨道应该是
可激轨道和 #，’ 随时间周期振荡的混合，这种可激
轨道和周期振荡谁占主导地位对时空图样有着很大

影响（图 *）2空间中的某个位置达到（#，#，#，#）态附
近时，不再是只有周围位置上的可激态扩散到此才

被激发，由于延迟耦合的作用，这个位置自身也能够

激发，整个时空图样受这两种作用的共同支配 2在本
文中，令两个系统的扩散系数相同并一定，通过调整

! 值来改变空间每个位置的动力学行为，观测其不
同的时空斑图 2两点在不同参数延迟耦合下，#.，’.，

#%，’% 以及差值 #. 4 #%，’. 4 ’% 随时间的变化显示
在图 &、图 .#中 2 ! 值较小的情况下，每个点自振荡
的振幅很小，不足以使恢复态和静息态激发 2对静息
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态的激发还是来源于周围位置上的可激态传到该位

置，但可激轨道处于激发态的部分会受到周期性振

荡的调制（图 !）"此参数下的两个延迟耦合 #$%反
应扩散系统支持同步的螺旋波，但这种同步是整体

上的，两系统相对应的激发态区域是振荡的（图 &

（’），（(））"随着 ! 的增大，从激发到返回（)，)，)，)）
态的时间变短，激发区的周期振荡加大（图 *)），形
成类似图 &（+），（,）的图样 "当 ! 很大时，周期振荡开
始形成，且周期和单个系统螺旋波的周期相比要小

得多 "这时，整个系统随时间振荡，可激性不明显 "

图 & 静息态失稳，而 !值不是很大时的几个振荡图样（!- ).))/）（0），（1）! - ).23，" - 4*.2*，两个系统波体部分能实现同步，

但波头相互振荡；（’），（(）! - ).25，" - &!.)6，大体上几乎同步，振荡发生在细微结构处；（+），（,）! - ).44，" - *4.5!，类似湍流

发生 " （0），（’），（+）对应着第一个系统的空间图样；（1），（(），（,）对应着第二个系统的空间图样 "空间格点数为2)) 7 2))，不同的

灰度表示不同的 #值
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图 ! 图 "（#），（$）所对应的单个格点的动力学行为 （%）是第一个系统两变量随时间的变化；（&）是第二个系统两变量随时间的变

化；（#）是相应的差值随时间的变化；（$）是（%）中方框部分的放大 ’!( ) *，! ) +,-.

图 /+ 图 "（0），（1）所对应的单个格点的动力学行为 （%）是第一个系统两变量随时间的变化；（&）是第二个系统两变量随时间的变

化；（#）是相应的差值随时间的变化；（$）是（%）中 "，#之间部分的放大 ’!( ) *，! ) +,22
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!" 不同延迟的影响

从图 #（$）中，我们可以看到增加时间延迟!，在
较小的耦合强度下也可能是使静态点（%，%，%，%）失
稳 &伴随着!的增加，螺旋波同步区的耦合强度参数
范围会越来越小，静态点（%，%，%，%）失稳的图样会向

低耦合强度下的图样渗透 &静态失稳的时空斑图如图
##所示，两点延迟耦合各变量随时间的变化显示在图
#’、图 #(中 &
上述讨论有利于我们了解复杂系统的动力学行

为 &复杂系统的动力学行为依赖于每个单元的特性和
它们的相互作用，不同的时间延迟可以用通过调整单

元的相互作用来实现（如调整它们之间的间隔）&

图 ## 静态失稳，!值很小，!) %"%!时的图样 （$），（*）! ) %"%+，" ) #,"%’，两个系统相互振荡，类似湍流态；（-），（.）! ) %"%+/，" )

#+"(’，振动规则图样 &（$），（-）对应着第一个系统的空间图样；（*），（.）对应着第二个系统的空间图样 &空间格点数为 ’%% 0 ’%%，不同

的灰度表示不同的 #值

图 #’ 图 ##（$），（*）所对应的单个格点的动力学行为 （$）是第一个系统两变量随时间的变化；（*）是第二个系统两变量随时间的

变化 &!1 ) !%，! ) %"%+
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图 !" 图 !#（$），（%）的差值随时间的变化 &!’ ( )*，! ( *+*,

- & 结 论

我们考虑了两个延迟耦合的 ./0系统，发现螺

旋波有很强的稳定性，从而便于我们研究两个（或双

层）可激系统的相互作用机制及三维卷波的斑图行

为 &通过分析得到了定态局部稳定和不稳定的参数
区 &在稳定参数区，延迟!取一确定值，随 ! 值的变
化，可以观测到螺旋波同步、两系统的整个空间均回

到静息态、一个系统始终保持螺旋波态而另一个系

统从静息态到螺旋波重复演化以及许多过渡图样，

并可以从相应参数下两点延迟耦合的动力学行为来

解释这些图样 &在不稳定参数区内，两点延迟耦合的
动力学行为很复杂，可激性轨道和变量的周期振荡

共存 &当 ! 较小时，可激性轨道占主导地位，当 ! 很
大时，则周期振荡支配这个动力学系统，相应参数下

的时空斑图体现了这一点 &
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