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采用椭圆柱坐标及无限深势阱模型对椭圆柱形量子点进行了研究，给出了计算椭圆柱形量子点中单电子的能

级结构和波函数的表达式 )
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量子点［"—*］是指只含有少数电子的纳米尺度的

金属、半导体及其他物质的人工微结构，在这种微结

构中，电子被局限在一个很小的区域内，其运动行为

与宏观金属或半导体中的电子行为完全不同，而是

类似于原子中的电子，具有明显的量子效应 )量子点
通常也称为“人造原子”，它在很多光电子及微电子

器件中具有广阔的应用前景，因此成为近年来的一

个热门研究课题 )
目前，人们已经研究了球形［&］、方形［#］、圆柱

形［+—>］、圆锥形［’］、金字塔形［"$—"*］以及透镜形［"&—"’］

等多种不同形状的量子点模型 )其中，金字塔形和透
镜形量子点是近年来人们普遍采用的量子点模型 )
不久前，?97:等人［%$］制备出了纳米带，其结构接近
于柱面透镜形或椭圆柱形 )由此可见，对柱面透镜形
或椭圆柱形量子点进行理论研究也是有实际意义

的 )最近，我们提出了一种柱面透镜形量子点模
型［%"］)这里我们将提出一种椭圆柱形量子点模型，
在该模型中，电子被限制在一段椭圆柱面围成的区

域中 )由于在直角坐标系中该椭圆柱形量子点模型
的边界条件比较复杂，难以求解，所以我们将采用一

种椭圆柱面坐标系对该问题进行求解，给出椭圆柱

形量子点中单电子的能级结构和波函数 )
这里采用椭圆柱坐标（!，"，!），它们与直角坐

标（ "，#，!）具有如下关系［%%］：
" @ $64A3!64A"，
# @ $A173!A17"， （"）

其中，!"$，B##"#!，（"，#）与（!，"）一一对应，!

等于常数表示一个椭圆 )在上述椭圆柱坐标系中，
C0D2069算子的形式为［%%］
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在采用了有效质量近似后，我们的问题相当于求解

如下 F63GH=17:9G
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这里，当 $#!I (，B!#"#!及 $ I ! I ) 时，& @
$，而在其他区域 & @ J；% 为电子的有效质量；$，(
及) 为三个与量子点的尺寸和形状有关的常量，其
中 $ 和 ( 与量子点的椭圆柱形侧面的尺寸和形状
有关，而 ) 则代表量子点的高度，它们的数值可根
据具体情况来选取 )在 $#!I (，B!#"#!及 $ I !
I ) 的区域内，方程（*）变为
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上述方程可分离变量，把

%（!，"，!）@ *（!）+（"）,（ !） （#）
代入方程（&）可得
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方程（!）可拆分为
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其中 & . #$ . # /方程（’）满足边界条件 !（&）% &，

!（(）% &的解为

! % +01 $"#! $

!( )$ ， （2）

其中

#$ %
)$
3!$!$

$"($ ，)$ % 4，$，3，⋯ （4&）

对方程（-）进行变量分离可得
%" #（5*)*+,$" ($）% % &， （446）
&" #（$ ( 5*)*+$#）& % &， （447）

其中，* % "’$（# ( #$）8$!$ /可以看出方程（447）为
马丢（96:,0;<）方程，若令" % 0%，则方程（446）也可
变为马丢方程
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上述方程中的$为待定参数，可按照文献［$$］的
4$ /! 节和 4$ / - 节中的方法和有关公式给出 /方程
（4$6）和（4$7）共具有四种周期解，即马丢函数，它们
各自的傅里叶展开形式为
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其中 ) % &，4，$，⋯；- 代表%或#；马丢函数的傅里
叶展开系数 /$ .，/$ . # 4，1$ . # 4，1$ . # $是 * 的函数，满
足如下计算公式［$$］：
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其中 /$)
$ .，/$) # 4

$ . # 4，1$) # $
$ . # $，1$) # 4

$ . # 4 分别代表 +,$)（ -），

+,$) # 4（-），0,$) # $（ -）和 0,$) # 4（ -）的傅里叶展开系
数，在无特殊注明的情况下 .#4 /利用（4’）—（$?）
式及文献［$3］中的递推公式即可求出马丢函数

（43）—（4!）式的傅里叶展开系数 /
根据文献［$3］可知，当 * 小的时候，即当能量

# ( #$较小时，方程（4$6）和（4$7）的解可具体地表

示为
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用! 代替（#-）—（,#）式中的 #，可以得到
’（!）；而用" " $ 2#代替（#-）—（,#）式中的 #，即
用 ’()4&"代替 ’()&#、用 $ 2 )234&#代替 )23&#，就

可以得出 (（#）5再由（.）式和（0）式即可得出椭圆柱
形量子点中单电子的波函数$（#，!，)）5由边界条
件$ 6#" * " !即 (（#" *）" !，可知

% $ $
# ’()4#* * $# ’()4+*

,# $ %( )%- $ $, ’()4-*
%%.# $ %%’()4#*( )%#/ " !， （,,）

’()4* $ $
/ ’()4,* * $# ’()4.*

%0# $ ’()4,*
-+ $ ’()4*( )%#/ $ $, ’()41*

0#%- $ ’()4.*
%%.# $ ’()4,*

,!1# * ’()4*( ).%# " !，（,+）

)234* $ $
/ )234,* * $# )234.*

%0# * )234,*
-+ $ )234*( )%#/ $ $, )2341*

0#%- * )234.*
%%.# $ )234,*

,!1# $ )234*( ).%# " !，（,.）

’()4#* $ $ ’()4+*
%# $( )%

+ * $# ’()4-*
,/+ $ %0’()4#*( )#// " !， （,-）

)234#* $ $ )234+*
%# * $# )234-*

,/+ $ )234#*( )#// " !， （,1）

以及

’()4&* $ $ ’()4（& * #）*
+（& * %） $ ’()4（& $ #）*

+（& $ %[ ]）
* $# ’()4（& * +）*

,#（& * %）（& * #）*
’()4（& $ +）*

,#（& $ %）（& $ #）$
#（&# * %）’()4&*

,#（&# $ %）[ ]# " !， （,/）

)234&* $ $ )234（& * #）*
+（& * %） $ )234（& $ #）*

+（& $ %[ ]）
* $# )234（& * +）*

,#（& * %）（& * #）*
)234（& $ +）*

,#（& $ %）（& $ #）$
#（&# * %）)234&*

,#（&# $ %）[ ]# " !， （,0）

其中 &!, 5根据（,,）—（,0）式，通过求解代数方程
或数值计算可给出不同状态下的 $ 值，由此即可给

出椭圆柱形量子点中单电子的能级 +#! " + $ +)，进

而可给出单电子的总能量 + 5
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表 ! 椭圆柱形量子点的能级（以 "!" #!"" 为单位）
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表 !给出了参数 # 取不同值（相当于量子点的
椭圆形断面的长短轴之比 /012# 取不同值）的情况

下，椭圆柱形量子点中前几级单电子波函数所对应

的能级 $"# $ $ % $% (其中，$
&
( 与 &)(（ *，+）相对应，

而 $’
( 与 ’)(（*，+）相对应 (为了计算方便，表 !中的

能量单位取为
"!"

!""，在表 ! 中略去了能级方程的复

数解以及无物理意义的解 (由表 !可见，当 # 较小也
就是当椭圆柱形量子点较扁时，与（"+）和（"-）式相
对应的态不存在；而当 # 较大也就是当椭圆柱形量
子点较圆时，与（".），（’&）和（’"）式相对应的态不存
在 (此外，由表 !还可知，在有些情况下还存在着能
级简并现象 (
利用表 !代入具体的材料参数即可得出所需要

的单电子能级的具体值 (例如，对于 34#56材料的量
子点，电子的有效质量为 &7.-(4（其中 (4 为自由电

子的质量）［!"］，取椭圆柱形量子点的尺寸为 " $
*89，, $ !&89，则当 # $ &7-时（相当于量子点的椭
圆形断面的长短轴之比为 ’#" 的情况），与（".）或

（’+）式相对应的单电子能级 $&
" $

’ (!,+* : "!"

& (.-(4 "" $ & (

&!.-4;(如果单电子的 % 分量波函数处于 -% $ ! 的

态，则有 $% $ !"!"

" : & (.-(4," $ & (&&’-4;(在上述情况

下，椭圆柱形量子点中单电子的总能量为 $ $ $&
" <

$% $ &7&"’+4;(
综上所述，这里提出了一种椭圆柱形量子点模

型，采用一种椭圆柱面坐标系对该模型进行了求解，

给出了椭圆柱形量子点中单电子的能级所满足的表

达式及相应的波函数，并给出了前几级能级的数值

计算结果 (
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