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对完全各向同性 )*+,*-.*/0铁磁链的 12-32451+6,78+9:方程的 )2;+<9=-理论建立中，)2;+<9=-量的坐标积分和谱
参数积分两种表示式不能协调地从单一守恒量导出的问题，利用规范变换完善地解决了 >并可推广后处理非各向
同性铁磁链的 12-32451+6,78+9:方程的 )2;+<9=-理论 >
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! E 引 言

12-32451+6,78+9:铁磁方程（151方程）的 )2;+<9=-
理论早已有人研究过［!—F］，但存在一个基本问题一

直没解决好 >在引入自旋的 1+*5G=+,,=-括号后，将 15
1方程写成以 1+*5G=+,,=-括号表出的 )2;+<9=-方程
的形式，就唯一地定出了 )2;+<9=-量的坐标积分的
形式［$］>
另一方面，由自旋的 1+*5G=+,,=-括号出发，可以

求出单式矩阵元的 1+*5G=+,,=- 括号，因而在连续谱
情况下，也唯一地定出系统的角变量和作用变量 >反
散射法给出的角变量的时间相依，就决定了连续谱

情况下 )2;+<9=-量的谱参数积分表示，即被积函数
是作用变量乘以谱参数的确定函数 >于是 )2;+<9=-
量的两种积分表示，坐标积分表示和谱参数积分表

示，都是确定的［$］>
在反散射法中传输系数 !（"）在 " B上半平面解

析，当它又无零点时 <-!（"）在 " B上半平面解析，且
在 H " H"I时趋于 &，所以满足周知的色散关系

<-!（"）J !
+#!#

I

BI
3"K <- H !（"K）H #

"K B " >

又因 <-!（ "）是独立于时间的，由此立即看到，在
H " H B !"&时展开的各阶项就是守恒量，&阶项为 &，而

!阶项恰正比于已经定出的连续谱情况下)2;+<9=-量
的谱参数积分表示 >所以问题变成，如何求出此等定
恒量的坐标积分表示，使 &阶项的坐标积分为 &，而 !
阶项确实符合 )2;+<9=-量的坐标积分表示 >
反散射法用相容性对的第一个来导出守恒量，

由此得到传输系数 !（"）在 H " H B !"&时展开的各阶
项所对应的对 # 的积分表示 >但简单用通常的相容
性对表示式，将得到 & 阶项并不为 &，而 ! 阶项与
)2;+<9=- 量的坐标积分表示也相去甚远 > 对此
L=0*3.M回避了进一步讨论［$］> L233**N 提出的解决
办法是，传输系数应当还有一附加相!，即 !（ "）要
换成 !（"）*+!，用这一附加相!来抵消上述 &阶项 >
不久，O2P892C2-指出既然已证明各向同性的 151方
程与 Q1R方程是规范等价的，它们的传输系数的函
数形式应当是一样的，则此附加相的引入是不正确

的［#］>因此，此二方程的 )2;+<9=-量的谱参数积分表
示一致，而二方程的 )2;+<9=-量的坐标积分表示是
规范等价的，即可以将 Q1R方程的 )2;+<9=-量的坐
标积分表示中的场量，用与它规范等价的 151方程
的自旋函数来替换，就得到 151方程的 )2;+<9=- 量
的坐标积分表示 >但这种解决方案似不够完善，因为
难以推广到非完全各向同性的 151方程的 )2;+<9=-
理论的建立 >本文将利用151方程的自旋空间中适
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当的规范变换，在不涉及别的方程的情况下，完善地

解决这一问题 !

" #$%&’()*+量的坐标积分表示

各向同性自旋链的 ,%+-%./,’0123’)4方程是
!" 5 ! 6 !##，7 ! 7 5 8， （8）

对自旋系统，力学量是 !，所以不能像别的力学系统
那样引入通常的广义坐标和共轭动量 !因此引入
,’9/:*’11*+ 括号，它是量子自旋对易关系的经典对
应 !经典自旋满足下列 ,’9/:*’11*+括号
｛!!（#），!"（$）｝5 ;#!"$!$（#）%（# ; $），（"）

这里#!"$是完全反对称的张量，!，"，$可取值 8，"，

< !以下凡重复指标表示对 8，"，<求和 !
用 ,’9/:*’11*+括号，写下 $%&’()*+方程

!!" 5｛!!，%｝， （<）
要它给出 ,/,方程（8），则 % 应为

% 5!-#!（#），! 5 8
" !"#!"#， （=）

式中 $%&’()*+量密度 !除相差一个散度项和常数
项以外应是唯一的 !

< # 单式矩阵元的 ,’9/:*’11*+括号

,/,方程的相容性对是
& 5 ; ’’!!&!， （>）

( 5 "’’" !!&! ; ’#!"$’&!!"!)# ! （?）

’ 是谱参数 !它们的相容性条件给出 ,/,方程（8）!
这样第一个相容性方程可写作

!#*（#，’）5 &（#，’）*（#，’）! （@）
当 7 # 7" A B，取 !"（C，C，8），即沿 < 轴 !自由 D*1)
解是 +（#，’）5 9; ’’#&< !定义 D*1)解

’（#，’）5（(
E（#，’），(（#，’））" 9;’’#&<，

当 # " B，

)（#，’）5（*（#，’），*
E（#，’））" 9;’’#&<，

当 # "; B ! （F）
为表征方程（@）只有两个独立的二分量解 !引入单式
矩阵 ,（’），

)（#，’）5’（#，’）,（’），

,（’）5
-（’） ;#.（’）
.（’） $-（’( )） ! （G）

容易得到

-（’）5 ;(（#，’）H ’&"*（#，’），

.（’）5(
E（#，’）H ’&"*（#，’）， （8C）

等等 !
-（’），.（’）的 :*’11*+括号按（"）为

｛-（’），.（’I）｝5 ;#!"$!- /"-（’）
"!!（ /）

%"
.（’I）
"!"（ /）!$（ /）! （88）

由（>）式得

"&（#，’）
"!!（ /） 5 ; ’’%（ / ; #）&!， （8"）

所以当 #" / J C时，即 # 从 / 的正方趋于 / 可得

(’&
#" /JC

"*（#，’）
"!!（ /） 5 ; ’’&!*（ /，’）! （8<）

由（F）式，当 # 小于 / 时，(（ #，’）对 !!（ /）的变分为

C !又因为表示式（8C）中的 # 是任意的，所以可取 #
" / J C，得

"-（’）
"!!（ /）5 ; ’(（ /，’）H&"&!*（ /，’）! （8=）

同理

".（’I）
"!"（ /）5 ’I(

E（ /，’I）H&"&"*（ /，’I）! （8>）

这样就得到

｛-（’），.（’I）｝

5#!"$!- /’’I(（ /，’）H&"&!*（ /，’）

6(
E（ /，’I）H&"&"*（ /，’I）!$（ /）! （8?）

为了使右方可以简单地算出，其被积函数应为全微

分 !为此由（@）和（>）式，可算出
-
- /(（ /，’）H&"(

E（ /，’I）*（ /，’I）H&"*（ /，’）!

（8@）
其中含 !8 之项为

!8（; ’’ J ’’I）（(（/，’）
H ’&<(

E（/，’I）(（/，’I）
H&"*（/，’）

;(（/，’）
H&"(

E（/，’I）*（/，’I）H ’&<*（/，’））! （8F）
（8?）式右端被积函数中含 !8 之项为

!8 ’’I（(（ /，’）H*（ /，’）(
E（#，’I）H ’&8*（#，’I）

;(（ /，’）H ’&8*（ /，’）(
E（#，’I）H*（#，’I））!

（8G）
不难看出，（8F）式乘 ’’I K（ ’ ; ’I）即得（8G）!从（8?）
和（8@）式中的 !" 和 !< 也得出同样的关系，所以

｛-（’），.（’I）｝5 ’’I
’ ; ’I(（/，’）

H&"(
E（/，’I）

6*（/，’I）H&"*（/，’）7 / 5 &
/ 5 ; & !（"C）
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因为 !! ! "时，!（ !，"#）$"%!（ !，"）!&，所以上式
只有 ! ’ #!"的项，注意到（(）式可以给出，!（ !，

"）’ $（"）#
)（ !，"）* %（"）#（ !，"），得

""#
" ! "# +

,（"! "#）#,（$（"#）#
)（#，"#）$ * %（"#）#（#，"#）

$）

-"%（$（"）#
)（#，"）* %（"）#（#，"））

’ ""#
" ! "#（$（"）%（"#））* $（"#）%（"）+,%（"! "#）#）

’ $（"）%（"#） ""#
" ! "# ! ,!"%$（" ! "#( )），

即

｛$（"），%（"#）｝’ $（"）%（"#） ""#
" ! "# * ,"

，（%.）

类似地可得｛"$（"），%（"#）｝，最后有
｛/ $（"）/ %，%（"#）｝

’ ! ,%!"%$（" ! "#）/ $（"）/ % %（"#）0 （%%）

12 345,6789量 & 的连续谱部分的谱参
数积分表示

反散射法给出

%（ ’，"）’ %（&，"）+,1"
% ’，$（ ’，"）’ $（&，"），

（%:）
所以引入角变量

(（"）’ 4;<%（"）’ .
,%

69%（"）
69%)（"）

（%1）

和作用变量

)（"）’ *（ / $（"）/ %）， （%=）
可以通过选择 * 而使
｛)（"），(（"#）｝’ !$（" ! "#）0 （%>）

现在通过证明（%>）式来确定函数 * 的形式 0由于
｛)（"），69%（"#）｝

’ *#（ / $（"）/ %）
%（"#） ｛$（"）/ %，%（"#）｝

’ ! *#（ / $（"）/ %）
, ,%!"%

-$（" ! "#）/ $（"）/ %， （%?）
式中 *# 表示 * 对宗量的微商 0若要求右方等于
!$（" ! "#），则得

*#（ / $（"）/ %）%!"% / $（"）/ % ’ .， （%@）
积分得

)（"）’ *（ / $（"）/ %）’ .
%!"% 69 / $（"）/ % 0

（%(）

所以 345,6789量的谱参数积分表示式为

& ’#
"

!"
A"1"% )（"）0 （:&）

因为由 (（"）的 345,6789方程和（%1），得
(’（"）’｛(（"），&｝’ 1"% 0 （:.）

再以（%(）式代入，得

& ’ %
!#

"

!"
A" 69 / $（"）/ %， （:%）

这就是 345,6789 量 & 的连续谱部分的谱参数积分
表示 0

= 2 69$（"）的色散关系

若 / " /!"时 69$（ "）!&，由 $（ "）在 " 的上半
平面解析，若设 $（"）在上半平面无零点，则 69$（ "）
在 " 的上半平面解析，由此就可得到周知的色散
关系

69$（"）’ .
,%!#

"

!"
A"# 69 / $（"#）/ %

"# ! " 0 （::）

当 / " /!"时，此式展开的 &阶项 +& 和 ! .阶项 +.
分别为

+& ’ &，+. ’ ! .
,%!#

"

!"
A"# 69 / $（"#）/ % 0（:1）

我们看到 345,6789量的谱参数积分表示 & 和 +. 之
间有正比关系：

& ’ ! ,1 +. 0 （:=）

>2 过去导出的守恒量的失误

在反散射法中守恒量是由第一个相容性方程

（=）和（?）得到
,.- ’ ! ,".: ,. *（! ,".. ! ".%）,%，

,%- ’ ,".: ,% *（! ,".. * ".%）,. 0 （:>）
这里 , 可表示#（-，"）0消去 ,. 得

,%-- ! ,".:-,% !
（! ,".. * ".%）-

! ,".. * ".%
（ ,%- ! ,".: ,%）

’ !（"% .%
: ,% * "% .%

. * "% .%
%）,% 0 （:?）

当 / " /!"时，设 ,% ’ +,"- * /，代入得

/-- * /%
- * %,"/- ! ,".:-

!
（! ,".. * ".%）-

! ,".. * ".%
（," * /- ! ,".:）’ &0（:@）

/ " /!"时，作展开
/- ’%& * " !.%. * " !%%% * ⋯ （:(）

代入（:@）式，比较两端同次幂，得

(&&%=期 何进春等：B49A4CDB,EFGH,7I铁磁方程的 345,6789理论和规范变换



!! " #
$ !%" &
（’ (!# & !$）"

’ (!# & !$
（# ’ !%( )） )（*!）

和!# 的极复杂的表示式等等 )
在（#!）式中取 "! ’ +，由此得

#（$）" ’"（’ %，$）, (#$$（’ %，$）" -&（’ %，$）)
（*#）

注意

./#（$）" &（’ %，$）" ’"
%

’ %
0"&"（"，$）

" ’"
%

’ %
0"（!! & $ ’#!# & $ ’$!$

& ⋯）， （*$）

’! " ’"
%

’ %
0"!! # ! ) （*%）

但这与（%*）式导出时要求 ’! " !矛盾 ) 123-045当然
知道这一结果，于是他避开讨论这一问题 ) 而
1600--7等则假定存在一个相%，并将 #（ $）换成 #
（$）-’ (% )靠了这个常数相来抵销 ’! )但即使如此，’#
的坐标积分表示式也与 ( 的坐标积分表示式（*）也
不能协调 )
不久，引入附加相遭到批评 ) ,689:6;6/ 指出，由

于 <=<方程与 ><?方程规范等价，而规范变换不改
变单式矩阵，因此也不改变传输系数 )以 ><? 方程
的 @6A(.:2/理论得出的 ’# 与 <=<方程的 ’# 有同样
的谱参数积分表示，并最后调整一下谱参数的取法，

><?方程的 ’# 的坐标积分表示可以由规范等价换
成 <=<方程相应的坐标积分表示 )但是，此规范等价
性造成了如下误解：如对具易磁化轴或具易磁化面

的 <=<方程人们老想找出与此二方程规范等价的类
似于某种形式的 ><?方程或什么别的方程，但一直
未能成功 )因此对具易磁化轴或具易磁化面的 <=<
方程长期一直未能建立起 @6A(.:2/理论 )
事实上，规范变换是对同一个方程的相容性对

的变换，变换前后的旧的和新的相容性对同样由相

容性条件给出原方程，并不涉及别的方程 )所谓完全
各向同性的 <=<方程与 ><?方程规范等价是指，规
范变换后的 <=<方程的相容性对与 ><?方程的相容
性对函数形式上相同，而不是规范变换使 <=<方程
变成了 ><?方程 )

B C 规范变换

所以，守恒量的问题需要重新解决 )我们知道，
#（$）的形式不依赖于规范变换，而 D2E:解依赖于规

范变换 )但是我们推导 #（ $）要从 D2E:解出发，因此
应当选择一适当的规范变换，使得 D2E:解由先 "!
F +、然后谱参数 G $ G!+时决定的渐近行为与 D2E:
解在谱参数 G $ G直接趋于无穷时的渐近行为一致 )
因此，作一个适当的规范变换，将相容性对的第一个

变成 ’ ($#% & )（#）这种形式，由此导出的守恒量的
零阶项为 !，一阶项正好是已知的 @6A(.:2/量，从而
克服了以往推导守恒量时所碰到的困难 )
还应指出，本文在推导 @6A(.:2/量的谱参数积

分表示中所用方法具有可操作性 )这种方法可以推
广到建立其他方程的 @6A(.:2/理论中，例如易磁化
轴和具易磁化面的 <=<方程的 @6A(.:2/理论 )
考虑一个规范变换 *（"，+），由（H）式

*&（"，$）" *’（"，$）,（$）) （**）
注意规范变换不依赖 $，而且它是从左乘（H）式，所
以不改变 ,（$），因而也不改变 #（ $），-（ $）等 )但它
改变相容性方程和 D2E:解，变换后的相容性对是

%I（$）" ’ *"* ’# & *%（$）* ’# ) （*J）
若要此式有 ’ ($#% &⋯形式，应取

*!(#(*
’# "#% ) （*K）

在自旋空间取极坐标，

!% " L2E)，!# " E(/)L2E%，
!$ " E(/)E(/%， （*B）

容易看出

* " -’(#$#$)-’( #$#%%，

* ’# " -(
#
$#%%-(

#
$#$) ) （*M）

这时

*"* ’# " ’ ( #
$#$)" ’ ( #

$#%%" -(#$) ) （*H）

其对角元并不为 ! )从（*K）式可见，规范变换 * 已将
! 转到第 %轴，再绕第 %轴转，自旋仍然还是沿第 %
轴 )所以引入一个新的规范变换 .

. " -’(#$#% /*，. ’# " * ’# -(
#
$#% /， （J!）

这时 .". ’ #的对角元为

’ ( #
$ /" ’ ( #

$%" L2E( ))#% ) （J#）

要它为 !，即
/" " ’%" L2E)) （J$）

此式只有当%和 L2E)有具体表示式才可算出，但是
它的存在是没问题的，所以可设 .". ’ #的对角元

为 !，

.". ’# "
! 0

’$0( )! %
1，1#%

" ’#% 1，（J%）

!#!$ 物 理 学 报 J*卷



这里矩阵 ! 的对角元为 !，非对角元一为 "，则另一
为 "!" #我们注意它们仍是用自旋变量表出的 #

$ % 守恒律的正确导出

由规范变换 # 得出的
$& ’ " (%!) * ! # （+,）

以这里的 $&代替（)-）式中的 $，重复相同的推导，当
. & ."/时，设 ’0 ’ 1(%& * (，代入得

(&& * (0%(& * (0
& "!

"&

!"
(& * . " . 0 ’ ! # （++）

在极限 . % ."/下，设有展开式为
(& #" ’"! *"2（%）"2 *"0（%）"0 * ⋯（+-）

代入（++）式后，比较两端 % 的同次幂项，得

"! ’ !， "2 ’ " ( 2
0 . " . 0，⋯ （+3）

我们立即看到 )! ’ ! #

4 % )2 的自旋表示式

因为

*#!# ’ # "2!) #， （+$）
所以

*#&!# ’ " # "2 #&# "2!) # * # "2!) #& # （+4）

由（+)）式
*#&!# ’ # "2!) #&# "2 # * # "2!) ## "2 #&

’ 0*#!##
"2 #& ’ " 0# "2 #&*#!# # （-!）

再次利用（+)）式得
*#&!#*#&!# ’ " ,# "2 #&# "2 #&

’ " ,# "2 #&# "2 #&# "2 #

’ " ,# "2 !!# ’ " ,!0， （-2）
注意这里 !0 正比于单位矩阵 ) #所以最后得（)+）
式 #当 +（ %）有零点时需要加上分离谱时的作用变
量、角变量和 567(89:;量部分，这与 <:=1>?@的推导
一样［,］，这里就不说了 #

2! % 结 论

本文在完全各向同性的 ABA方程的 567(89:;理
论的建立上，引用了规范变换克服了过去处理中的

不当 #对 ABA方程和 CAD方程的规范变换等价性的
理解应当是，规范变换后的 ABA方程的相容性对与
CAD方程的相容性对有相同的函数形式，而不是什
么 ABA方程变成了 CAD方程 #在这样正确理解下，对
至今未建立的具易磁化轴或具易磁化面的 ABA方程
的 567(89:;理论，也顺利解决了 #由于推演上不可避
免的复杂，将另文发表 #
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