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使用 )*+, 函数和传递矩阵方法精确计算了一维定态薛定谔方程，并推广到多势垒结构，求解出有-无偏压作用

的 "，$ 势垒结构的准束缚能级，进一步研究了有-无偏压作用的 "，$ 势垒结构的准束缚能级与有效质量和外加电压

的关系，并对结论的正确性进行了验证 . 另外，文中还指出了有些文章中关于 )*+, 传递矩阵法与计算偏压下多势

垒结构的准束缚能级的错误陈述 .

关键词：准束缚能级，有-无偏压作用的多势垒结构，)*+, 函数，透射系数

%!&&：/’’(0，/$$(1

!国家自然科学基金（批准号：(#"/"#$&）、上海市科技发展基金（批准号：#"’(23#$#）资助的课题 .
!4536*7：,89:62;<36*7 . =>?@ . AB@. C2

’ D 引 言

分子束外延（EF4）和金属有机物化学气相沉积

（EG1HI）技术极大地推动了现代半导体器件的发

展 .目前，多势垒结构是组成现代半导体器件的基

础，多势垒结构的电子输运现象主要是电子隧穿问

题，载流子通常被束缚在结构中并受外加电场的作

用 .要设计器件并优化器件的性能，详细了解有-无
外加偏压作用的多势垒结构的准束缚能级变得非常

重要 .
借助低温光吸收测量［’—$］，已经观察到隧穿时

)7!J6’ K !)= 双势垒结构中电子和空穴的量子态 . 为

了说明实验现象，理论问题的重点在于正确解一维

定态薛定谔方程 .对于这个问题人们提出几种方法：

LA2?9A75M+63A+=5F+*77N@*2（LMF）近 似 法［%，(］，变 化

法［O，/］，蒙 特 卡 罗 法［P］，有 限 元 法［&，’#］，传 递 矩 阵

法［’’—’O］，包洛（线）函数近似［’/］，)*+, 函数近似［’P］，量

子化学稳态法［’&］，矩阵法［"#］.众所周知，只有简单结

构，如方势阱，抛物线势阱等，这种问题才可以获得

精确解析解，然而，如果有微扰如电场、磁场等，就不

能获得精确解 .在以上方法中，有一些方法采用了近

似，如 LMF 近似，包洛（线）函数近似和 )*+, 函数近

似，得出的结果不够精确；蒙特卡罗方法和有限元方

法要求有专业计算机方面的知识且应用繁复；变化

法只在简单结构和弱电场时适用；矩阵方法涉及反

复运算并且不能给出准束缚能级寿命 .通过对比，传

递矩阵方法能广泛应用在任意势能形状的多势垒结

构中，并能简单快速准确地给出一维定态薛定谔方

程的解 .
目前，人们做了一些关于利用传递矩阵方法计

算有-无外加偏压作用的多势垒结构中准束缚能级

的工作［’$—’O］.他们用不同方法处理外加电场对势能

的影响，如 )*+, 函数法［’%］，FA==A7 函数法［’$］，和辅角

原理法［’(］，其中 )*+, 函数法更简单更直接且容易推

广到多势垒结构，如可变空间超晶格能量滤波器

（HQQ4R）［"’，""］就是这种方法的一个应用 .然而，对同

种问题文献［’%］得出相差甚远的结果，差异使 )*+,
函数法的可靠性受到质疑 .经过仔细研究，本文发现

文献［’%］中存在严重错误，另外文献［’$］和［’O］中

也有错误，鉴于这种方法的重要性和应用的广泛性，

故指出文献［’$，’%，’O］中的错误，进一步研究了有-
无偏压作用的 "，$ 势垒结构的准束缚能级与有效质

量和外加电压的关系并验证了本文结论的正确性 .

" D 公式推导及错误纠正

我们以对称三势垒结构为例，其势阱宽度为 "，

势垒宽度为 #，势垒高度为 $#，外加电压为 $6 .
在每个势垒和势阱区中直接解一维定态薛定谔
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方程并在每个边界处应用边界条件，即波函数及其 一阶导数连续 !三势垒结构如图 " 所示（未按比例）!

图 " （#）无外加偏压和（$）有外加偏压作用的三势垒结构示意图（未按比例）

在区域 " %&’()*+,-.( 方程的解是入射波和反射

波的简单线性叠加，

!" / .01（+!" "）2 #.01（3 +!" "）， （"）

其中 !" / 4$!" %5"" 4，$!" 是窄带隙材料的有效质量 !
在区域 4 处 %&’()*+,-.( 方程表示为

!4
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其中
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其中 " 从区域 " 到区域 4 之间界面为零点算起，此

时解表示成 8+(9 函数的形式

!4 / *4 +,（&4）2 -4 .,（&4）， （7）

其中 +,（&4）和 .,（ &4）是众所周知的线性独立 8+(9
函数，且 *4 和 -4 是待定常数 !

注：对照本文等式（4），由于推导过程疏忽，文献

［":］中等式（7）前面少一负号 !
在区域 7 处 %&’()*+,-.( 方程表示为
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在此区域，" 从第二个界面为零点算起 !此时解

表示成 8+(9 函数的形式

!7 / *7 +,（&7）2 -7 .,（&7）! （;）

从区域 : 到 <，用同样方法解薛定谔方程，并假

定 " 从相应区域左边界面算起 !解分别为
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在区域 = 处，只有透射波存在，波函数表示为

!= /%.01（+!= "）， （<）

其中 != / 4$!=（% 2 ’(#）5"" 4 !
区域 , 和 , 2 " 的边界处连续性条件为

!,（",）/!,2"（",）， （=）

"
$!,

*!,

*" " / ",
/ "
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*" " / ",
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通过满足波函数及其一阶导数的连续性，在每

一个边界形成一个 4 ? 4 矩阵 !这些矩阵连续相乘，

接着结合异质结堆垛的入射波矢与出射波矢 !然后，

通过传递矩阵，可以获得隧穿透射系数 !
注：对照本文等式（>），由于整个推导过程中对

有效质量考虑不清楚，文献［":］中等式（=）中没有加
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上不同有效质量的影响 ! 第一个界面处的边界条件为
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第二个界面处的边界条件为
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其他界面也同理分析，最后得
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矩阵 +,（)）定义为
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注：对照本文等式（"-），文献［"-］等式（"*）中，

+%（)）和 ++（)）中 1)23 函数的一阶导数前面分别缺

一个 系 数，即（ & %’!% -.4 5/$% ）"5+ 和（ & %’!+ -.4 5
/$%）"5+ !

因此

# $ "
*""

， （".）

其中 *""，*"%，*%"，*%%是 * 的元素 !

0 $
(0

("
##!， （"/）

#!是#的共轭复数 !

注：对照本文等式（"/），文献［"-］中由于对传递

矩阵 * 缺 乏 正 确 认 识，导 致 其 透 射 系 数 表 示 为

0 $
(*

(
"
*%

""
，由于 *"" 是复数，*%

"" 也是复数，故 0 不

可解，这种表示错误，并且系数
(
(*

误推为
(*

( ，这一错

误在文献［"+］和［"/］中也出现了 !

+ 6 结果与讨论

下面使用修正后的公式研究有5无偏压作用的
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!，" 势垒结构的准束缚能级与有效质量和外加电压

的关系并验证其正确性 #

!"#" 有效质量对准束缚能级的影响

透射系数与入射电子能量曲线中的共振能量对

应于势阱中的准束缚能级 #另外，共振能量间距即为

准束缚能级间的距离 #下面阐述了双势垒结构的透

射共振与有效质量的关系 #
双势垒结构中透射系数与入射电子能量间的自

然 对 数 关 系 如 图 ! 所 示 # 所 采 取 的 结 构 具 有

图 ! 双势垒结构透射系数与入射电子能量间的自然对数关系 （$）外加偏压 %&’()，（*）外加偏压 %&+)

图 " 双势垒结构在不同外加偏压下透射系数与入射电子能量间的自然对数关系 （$）相同有效质量情况，（*）不同

有效质量情况

,-!.$’ / !,0 势垒和 .$,0 势阱，与 12344$4 等人［’+］和

)$003-- 等人［’(］所用的结构相同，势垒宽为 !45、高为

%&63)，势阱宽为 645，采用两种有效质量情况，在势

垒和 势 阱 区 有 效 质 量 相 同（378$- 3993:;<=3 5$0030，

>>?），"!*$22<32 @ "!A3-- @ %&%(B"% 和 有 效 质 量 不 同

（C<993234; 3993:;<=3 5$0030，D>?），"!*$22<32 @ %&’%EB"%，

"!A3-- @ % & %(B"% #图!（$）中外加偏压为% & ’()时，出

现两个共振峰，且在不同有效质量条件下共振能量

低于采用相同有效质量情况的计算结果；然而，在图

!（*）中只有一个共振峰出现，这是因为随着外加偏

压升高，准束缚能级下降 #当准束缚能级低于零，相

应的共振峰在图中消失 # 对照图 !（$），!（*）和文献

［’+］中的图 !，" 可以看出，本文中有效质量不同时

的准束缚能级总是低于有效质量相同时的值 #然而，

文献［’+］中的图 !，" 则与上述规律相反 #
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!"#" 外加偏压对准束缚能级的影响

图 !（"），（#）分别为在相同有效质量和不同有

效质量情况下双势垒结构在不同外加偏压下透射系

数与入射电子能量间的自然对数关系 $双势垒结构

的势垒宽为 %&’、高为 ()*+,，势阱宽为 *&’，有效质

量相 同 !!#"--.+- / !!0+11 / ()(23!( 和 有 效 质 量 不 同

!!#"--.+- / ()4(53!(，!!0+11 / ()(23!( $外加偏压分别为

(,，()42,，()6,$从图 !（"）中看出，同一共振能级在

低偏压时比在高偏压时高；图 !（#）也如此 $ 这也是

由于随着偏压升高，准束缚能级下降 $

图 6 三势垒结构在不同外加偏压下透射系数与入射电子能量间的自然对数关系 （"）相同有效质量情况，（#）不同

有效质量情况

表 4 由透射峰获得的 %，! 势垒结构准束缚能级与文献［4*］中通过辅角原理法、及文献［46］和［42］中获得的值对比

双势垒情况

偏压7’, 准束缚能级
本文结果7’+, 文献［4*］7’+, 文献［42］7’+, 文献［46］7’+,

889 :89 :89 :89 889 :89

( "4 4(*)* ;!); ;!); ;6
"% 6(*)6 !33)2 !32)5 !5(

42( "4 %!)3 44)5 44)2 4% !( 6(
"% !%2)4 %;5)( %;3)% !(( !!* !*(

6(( "4

"% %(;)3 45()4 435); 45( %%( %!(

三势垒情况

偏压7’, 准束缚能级
本文结果7’+, 文献［4*］7’+, 文献［42］7’+, 文献［46］7’+,

889 :89 :89 :89 889 :89

( "4 ;2)4 55)( 53); 5;
"% 442)6 4(()6 4(()6 4((
"! !23)* !*%)% !*4)% !*!
"6 6*()( 6(2)2 6(3)% 6(6

42( "4

"% 24)2 65)5 65)5 *6 3( 5(
"! %33)3 %*2)6 %**)2 %*3 %;( !43
"6 !54)3 !6!)( !6!)4 !6%

6(( "4

"% 3)5
"! 4%4)2 ;4)5 ;4)4 ;( 44( 4%(
"6 %;5)5 %23)3 %23)2 %2( !4( !%(

图 6（"），（#）分别表示在相同有效质量和不同 有效质量情况下三势垒结构在不同外加偏压下透射
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系数与入射电子能量间的自然对数关系 !三势垒结

构的势垒宽为 "#$、高为 %&’()，势阱宽为 ’#$，有效

质量相同 !!*+,,-(, . !!/(00 . %&%12!% 和有效质量不同

!!*+,,-(, . %&3%42!%，!!/(00 . %&%12!%，外加偏压分别为

%)，%&31)，%&5)!从图 5（+）中看出，共振峰的数量比

双势垒结构时多，这是由于前者有两个势阱，故有更

多的准束缚能级 !从曲线 3 到 6，由于外加偏压增加

使准束缚能级低于零，所以共振峰的数量下降；图 5
（*）也如此 !

!"!" 结果对照

为了验证结论的正确性，用这种方法计算的 "，

6 势垒结构的准束缚能级与其他方法［35—31］获得的结

果对 照，列 于 表 3 中 ! 这 里 讨 论 的 结 构 与 文 献

［35—31］中的相同，势垒宽为 "#$、高为 %&’()，势阱

宽为 ’#$，在两种有效质量情况下，有效质量相同时

!!*+,,-(, . !!/(00 . %&%12!%，有效质量不同时 !!*+,,-(, .
%&3%42!%，!!/(00 . %&%12!% !根据表 3，通过透射峰得

到的准束缚能级与文献［3’］中辅角原理法获得的结

果基本吻合，与文献［31］中的结果稍有不同，但与文

献［35］中的结果有很大差异 !从表 3 中数据看到，在

有7无外加偏压作用的 "，6 势垒结构中，本文得到在

有效质量相同时准束缚能级高于有效质量不同时的

值，这与文献［3"］和文献［"6］的结论相同，然而文献

［35］的结论与此恰恰相反，这说明文献［35］中的结

论错误 !另外，文献［31］中的数据差异说明在其公式

推导中有错误，且这个错误已在本文指出 ! 综上所

述，表明本文已经正确地指出了文献［36］，［35］和

［31］中的错误，并澄清了 8-,9 函数法的正确性与可

靠性 !

5 !结 论

利用一维定态薛定谔方程与透射系数表达式可

以计算出有7无外加偏压的 "，6 势垒结构的准束缚

能级并与前人的结果对照验证了本文结论的正确

性 !这些结果对于理解共振隧穿的物理现象和优化

现代半导体器件及开发新型共振隧穿器件有帮助 !
研究表明，这种 8-,9 函数和传递矩阵方法对这类问

题能给出确切解，并且便于研究不同有效质量和偏

压的影响 !
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