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研究利用 )*+ 对称的生成元!（ !，!，!·）和""（ !，!，!·）来构造广义 ,-./01 守恒量，并讨论三种特殊情况，研究表

明：,-./01 守恒量是该广义守恒量的特例，且在 )*+ 对称的生成元的形式为!（ !，!）和""（ !，!）时，该广义 ,-./01 守

恒量可以导出 )23456 守恒量，此外，还给出一个排除平凡守恒量的条件 7最后，给出两个简单例子，作为所获得结果

的说明 7
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!国家自然科学基金项目（批准号：!$!%"$’9）及安徽省教育厅科研基金项目（批准号："$$(5.":(）资助的课题 7

! ; 引 言

较长一段时间以来，动力学系统的对称性问题

一直是现代数学、物理和力学中的重要课题，吸引着

许多研究者的关注 7动力学系统若存在某种对称性

则意味着系统具有与该对称性相关的某种性质，此

外，由于动力学系统的对称性与不变量（第一积分）

紧密相关，所以对称性理论也是积分运动方程的一

个有力工具 7寻找动力学系统的不变量的现代方法

主要是：利用 <-+3=+> 对称性、)*+ 对称性和梅的形式

不变性 7 <-+3=+> 对称性是 ,0/*?3-1 作用量在无限小

连续变换群作用下具有不变性［!］，<-+3=+> 定理指出

每一个 <-+3=+> 对称性都给出一个不变量 7梅的形式

不变性是指系统运动的微分方程中的动力学函数，

比如 )0@>01@+ 函数、非势广义力、广义约束反力和约

束方 程 等 在 无 限 小 连 续 变 换 群 作 用 下 具 有 不 变

性［"—9］，利用梅的形式不变性可以直接构造一个新

形式的守恒量［%］7 )*+ 对称性则是指系统运动的微分

方程在无限小连续变换群作用下具有不变性或将其

方程的一个解映射为另一个解，!:%: 年，)23456 应用

)*+ 理论研究力学系统的对称性问题，且得到了系统

的守恒量，然而 )23456 所获得的守恒量仅是 <-+3=+>

型的［&］7
!::" 年，,-./01［:］提出一个新形式的守恒量，其

守恒量的构造既不用 )0@>01@*01 也不用 ,0/*?3-1*01，

而仅仅基于 )*+ 对称的生成元 7后来，这个直接利用

系统 的 )*+ 对 称 的 生 成 元 构 造 守 恒 量 的 方 法 被

A-14B?+4CD0EFG1［!$］ 利 用 几 何 理 论 进 行 了 推 广，

)23456［!!］应用这个直接方法研究了 )0@>01@+ 系统的

,-./01 不变量 7 虽然 H*??06 和 )+0F=［!"］曾证明：如果

这个生成元不仅是 )*+ 对称的，而且又是 <-+3=+> 对

称的，则这个 ,-./01 不变量是平庸的 7 但是利用这

个直接方法寻找动力学系统的非 <-+3=+> 守恒量仍

是一件有意义的课题 7自从文献［!#］讨论了 ,-./01
守恒量后，我国学者对这一课题的研究取得了很大

的进展，张毅［!(］将这个直接方法推广至 I*>5=-JJ 系

统，梅凤翔在文献［!’］和［!9］中，分别研究了相空间

运动微分方程的非 <-+3=+> 守恒量和广义 ,0/*?3-1
系统的非 <-+3=+> 守恒量 7 罗绍凯［!%］讨论了非完整

系统的非 <-+3=+> 守恒量 7 傅景礼和陈立群［!&］给出

了约束系统的含速度对称性和守恒量 7
鉴于 ,-./01 定理以及后来的各种推广，都是利

用特殊的 )*+ 变换群（即仅广义坐标变分!#""$，而

时间变分!! K $）7研究由时间和广义坐标都变化的

一般意义 )*+ 变换群来构造 ,-./01 守恒量显然更有
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意义 !本文将就这一命题作如下讨论，首先利用 "#$

对称的生成元!（ !，!，!·）和""（ !，!，!·）来构造广义

%&’()* 守恒量，接着研究了它的几个特例，而原先

的 %&’()* 守恒量则是该广义守恒量的推论之一，此

外，如 果 系 统 的 "#$ 对 称 的 生 成 元 为!（ !，!）和

""（ !，!），则 该 广 义 的 %&’()* 守 恒 量 可 以 给 出

"+,-./［01］守恒量，需要指出的是该广义 %&’()* 守恒

量有时给出的不变量是平凡的，与 2#33)/ 和 "$)45 类

似，我们也给出了一个排除平凡不变量的条件 ! 最

后，我们给出两个简单例子，作为本文所获得结果的

说明 !

6 7 力学系统的 "#$ 对称性

设一力学系统的运动方程为

#8 " 9#"（ !，!，!·）（ " 9 0，6，⋯，$）， （0）

其中#"（ !，!，!·）是力函数 !
引入无限小变换

!! 9 ! :$!（!，!，!·）

#!"（!!）9 #"（!）:$""（!，!，!·{ ）
（" 9 0，6，⋯，$），（6）

其中$为一无限小参数，!（ !，!，!·）和""（ !，!，!·）为

无限小生成元 !
引入无限小变换的生成元向量

"%（;） 9!!!! :""
!
!#"

（ " 9 0，6，⋯，$）! （<）

它的一阶扩展

"%（0） 9"%（;） :
#=""

= ! > #·"
#=!
=( )! !
!#·"

（ " 9 0，6，⋯，$），

（?）

二阶扩展

"%（6） 9"%（0） :
#=
= !
#=""

= ! > 6#"
#=!
=( !

> #·"
#=
= !
#=!
= )! !
!#8 "

（ " 9 0，6，⋯，$），（@）

其中

#=
=! 9 !!! : #·"

!
!#"

:#"
!
!#·"

（" 9 0，6，⋯，$）!（A）

根据微分方程的 "#$ 理论，方程（0）在无限小变换

（6）的不变性导致如下的确定方程

#=
= !
#=
= !"( )" > 6#"

#=
= !! > #·"

#=
= !
#=
= !( )!

9"%（0）（#" ）（ " 9 0，6，⋯，$）! （B）

因此，我们有下面的命题：

命题 ! 如果无限小生成元!（ !，!，!·）和""（ !，

!，!·）满足确定方程（B），则无限小变换（6）是微分方

程（0）的 "#$ 对称变换 !

< 7 力学系统的广义 %&’()* 守恒量

利用无限小变换（6），我们可以构建下面的广义

%&’()* 守恒量 !

命题 " 如果无限小生成元!（ !，!，!·）和""（ !，

!，!·）满足确定方程（B），且存在函数%9%（ !，!，!·）

满足下面的方程

!#"

!#·"

:
#=
= ! 3*% 9 ; （ " 9 0，6，⋯，$）， （C）

则系统（0）拥有下面的守恒量

& 9!!!! :!""

!#"
: !
!#·"

#=""

=! > #·"
#=!
=( )!

:"%（0）｛3*%｝>
#=
=!! （" 9 0，6，⋯，$）! （1）

证明 由方程（1），我们有

#= &
= ! 9

#=
= !
!!
!! :!""

!#"
: !
!#·"

#=
= !"" > #·"

#=
= !( ){ }!

:
#=
= !
"%（0）｛3*%｝>

#=
= !
#=
= !! （ " 9 0，6，⋯，$）!（0;）

对任意函数 ’（ !，!，!·）容易验证［1］

#=
= !
!’
!{ }! 9 !!!

#=’
= ! >!#(

!!
!’
!#·(

（( 9 0，6，⋯，$）， （00）

#=
= !
!’
!#{ }

"
9 !!#"

#=’
= ! >!#(

!#"

!’
!#·(

（ "，( 9 0，6，⋯，$）， （06）

#=
= !
!’
!#·{ }

"
9 !
!#·"

#=’
= ! >!’

!#"
>!#(

!#·"

!’
!#·(

（ "，( 9 0，6，⋯，$）， （0<）

"%（0） !’
!#·{ }

"
9 !
!#·"

"%（0）｛’｝> !!
!#·"

!’
!! >!"(

!#·"

!’
!#(

> !
!#·"

#="(

= ! > #·(
#=!
=( )! !’
!#·(

（ "，( 9 0，6，⋯，$）! （0?）

如果"%（0）是系统（0）的一个对称向量，对任意函数

’（ !，!，!·），我们可以得到下面的关系
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!!
! !
""（"）｛#｝#""（"）!!#

!{ }! $
!!!
! !
!!#
! ! % （"&）

利用方程（""），（"’）和（"(），我们可以证明

!!
! !
!!
!! $!"$

!%$
$ !
!%·$

!!"$

! ! ) %·$
!!!
!( ){ }!

#
!!
! !
!!!
! ! $

!!!
! !
!#$

!%·$

$ !
!%·$

!!
! !
!!"$

!( !

) ’#$
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! ! ) %·$
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! !
!!!
! )! )!#&

!!
!!
!%·&

)!#&

!%$

!"$

!%·&

)!#&

!%·$

!
!%·&

!!"$

! ! ) %·$
!!!
!( )!

（ $，& # "，’，⋯，’）% （"*）

此外，由方程（+），（",）和（"*）我们有

""（"） !#&

!%·{ }
&

#
!!
!!
!!
!! $!"$

!%$
$ !
!%·$

!!"$

!! ) %·$
!!!
!( ){ }!

)
!!
! !
!!!
! ! )!#$

!%·$

!!!
! !

（ $，& # "，’，⋯，’）% （"+）

将方程（-），（"&）和（"+）代入方程（".）的右边，即可

得到

!! (
! ! # .%

需要指出的是：（-）式有时给出的守恒量是平凡

的 %我们在文献［"-］中给出了一个排除平凡守恒量

的条件，即如果我们利用的生成元又是 /012314 对称

的，且函数$ #$（ !，!，!·）# !’ )
!%·$!%·&

，则（-）式给出

的守恒量是平凡的 %
于是我们有下面的命题

命题 ! 如果系统（"）的 5674687968 为 )（ !，!，

!·），$（ !，!，!·）# !’ )
!%·$!%·&

，且!（ !，!，!·）和"$（ !，!，

!·）是系统的 /012314 对称生成元，则（-）式给出的守

恒量是平凡的 %
由命题 ’，我们很容易给出下面三个推论

推论 " 如果无限小生成元!（ !，!，!·）# .，

"$（ !，!，!·）满足确定方程（":）

!!
! !
!!
! !"( )$ )!#$

!%&
"& )!#$

!%·&

!!
! !"& # .

（ $，& # "，’，⋯，’）， （":）

且函数$#$（ !，!，!·）满足方程（:），则系统（"）拥有

下面形式的守恒量

( # "
$
!（$"$ ）

!%$
$ "
$
!
!%·$

$
!!
! !"( )$

（ $ # "，’，⋯，’）% （"-）

很明显，在$#$（!），推论 " 就是 ;0<=68 定量［-］%

推论 # 如果无限小生成元"$（ !，!，!·）# .，!
（ !，!，!·）满足确定方程（’.）

’#$
!!!
! ! $ %·$

!!
! !
!!!
! ! $!!#$

!! ) %·&
!!!
! !
!#$

!%·&

# . （ $，& # "，’，⋯，’）， （’.）

且函数$#$（ !，!，!·）满足方程（:），则系统（"）拥有

下面形式的守恒量

( # "
$
!（$!）

!! ) "
$
!
!%·$

$%·$
!!
! !( )! )

!!!
! !

（ $ # "，’，⋯，’）， （’"）

这是一个以前文献中没有出现过的，新形式守恒量 %
推论 ! 如果系统（"）的 5674687968 为 )（ !，!，

!·），让方程（"）不变的单参数 591 变换群是由向量

""（.） #!（ !，!）!
!! $"$（ !，!）!

!%$

（ $ # "，’，⋯，’） （’’）

生成，则系统（"）拥有下面形式的守恒量

( # ’ !"$

!%$
) %·$

!!
!%( )

$
) ’
!!
! !!

$ "（"）｛>8*｝（ $ # "，’，⋯，’）， （’(）

其中$ # * # !12（!’ ) ?!%·$!%·& ），""（"）是""（.）的一阶

扩展 %
利用关系

!
!%·$

!!"$

! ! #!"$

!%$
， （’,6）

!
!%·$

!!!
! ! #!!!%$

% （’,@）

我们可以从（-）式推出（’(）式 %而推论 ( 正是 5A2BCD
守恒定律［’.］%可见 5A2BCD 守恒定律正是广义 ;0<=68
定理在点对称下的自然结果 %

, E 举 例

为了说明前节理论的应用，我们研究下面两个

例子：

例 " 单自由度线性阻尼振子，其 5674687968 为

) # "
’ 1%!%·’， （’&）

其中%为常数，则系统的运动微分方程如下

"-,’* 期 张宏彬等：广义 ;0<=68 定理



!! " #!!·$ （%&）

若令

" ""（ "，!）， （%’(）

# "#（ "，!）$ （%’)）

则方程（%&）在无限小变换（%’）下的不变性导致下面

的确定方程

""" *!"" *（%""! *!#" ##"" ）!
·

*（"!! # %#"! * %!#!）!
·% ##!!!

·+ " , $ （%-）

因此，我们有

""" *!"" " ,， （%.(）

%""! *!#" ##"" " ,， （%.)）

"!! # %#"! * %!#! " ,， （%./）

#!! " ,$ （%.0）

方程（%.）有下面的解

# "［ #+ * #1 234（!"）］! * #5 * #& 234（!"）

#
#%
!+ 234（#!"）， （+,(）

" "
#6 * #% !
!% 234（#!"）* #- * #’ ! # #+!!% $（+,)）

由方程（-），我们可得到

#! *
!0
0 " 78$ " ,$ （+6）

方程（+-）存在解

$ " !·#6 $ （+%）

将（+,）和（+%）式代入（.）式，可得下面的守恒量

$ " #’ * #6
234（#!"）
!!·

* #%
!·*!!
!% !·

234（#!"）

# %#+（!·*!!）# %#1 !
·234（!"）$ （++）

例 ! 下面我们来研究单自由度线性谐振子，

其 9(:;(8:<(8 为

% " 6
%（!·% # !%）， （+1）

则系统的运动微分方程如下

!! " # ! $ （+5）

若引入无限小变换（%’），则方程（+5）在其变换下的

不变性导致下面的确定方程

" *""" # !"! * %!#" *（%""! * +!#! ##"" ）!
·

*（"!! # %#"!）!
·% ##!!!

·+ " , $ （+&）

因此，我们有

" *""" # !"! * %!#" " ,， （+’(）

%""! * +!#! ##"" " ,， （+’)）

"!! # %#"! " ,， （+’/）

#!! " ,$ （+’0）

方程（+’）有下面的解

# "（ #6 /=> " * #% ><8 "）!

*（ #’ ><8% " * #- /=>% "）* #+， （+-(）

" "（# #6 ><8 " * #% /=> "）!%

*（ #’ /=>% " # #- ><8% "）! * #1 !

*（ #5 /=> " * #& ><8 "）$ （+-)）

由方程（-），我们可得到

!0
0 " 78$ " ,$ （+.）

方程（+.）存在解

$ "（!% * !·%）$ （1,）

将（+-）和（1,）式代入（.）式，可得下面的守恒量

$ " #6（# 5!><8 " # 5!·/=> "）

* #%（5!/=> " # 5!·><8 "）* 1#1

* #5
%!/=> " # %!·><8 "

!% * !·%

* #&
%!><8 " * %!·/=> "

!% * !·%

* #’
（!% # !·%）%/=>% " # 1!!·><8% "

!% * !·%

* #-
（!·% # !%）%><8% " # 1!!·/=>% "

!% * !·% $ （16）

［6］ ?=2@A2; B C 6.6- &’#() $ *+, $ -.,, $ %+5
［%］ D2< E F %,,, / $ 0+.1.23 $2," $ 4+#(256 $ " 6%,
［+］ D2< E F %,,6 7(.2 $ 8(9, $ #$ 6’’
［1］ D2< E F (80 GA28 F H %,,6 / $ 0+.1.23 $2," $ 4+#(256 $ #$ 6+-
［5］ H(8: I J (80 D2< E F %,,6 7(.2 $ 8(9, $ #$ +’+
［&］ H(8: I J (80 D2< E F %,,% 7(.2 $ 8(9, $ ## 5

［’］ D2< E F %,,1 / $ :92’ $ 752") ! %-（<8 GA<82>2）［梅凤翔 %,,1 动

力学与控制学报 ! %-］

［-］ 9K@LMN D 6.’. / $ 8(9, $ B：;’"( $ *+2 $ #! .’+
［.］ O=PQ(8 I B 6..% / $ 8(9, $ B：;’"( $ *+2 $ !% 9%.6
［6,］ R=8S72LTR(>/U8 E 6..1 / $ 8(9, $ B：;’"( $ *+2 $ !& 95.
［66］ 9K@LMN D 6..5 / $ 8(9, $ B：;’"( $ *+2 $ !’ 9&+’
［6%］ V<77(N W (80 92(/A V R 9 6..& / $ 8(9, $ B：;’"( $ *+2 $ !" &...
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