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将求非线性发展方程精确解的投影 *+,,-.+方程法给以推广，并借助符号计算软件 /-012求出了 34+.4-56789286
:-;0方程的新的精确解 <
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" C 引 言

在研究非线性物理现象中，寻找非线性发展方

程（D==E）的行波解起着非常重要的作用 <近年来，
随着符号计算软件的发展，利用计算机直接求解变

得切实可行，并出现了许多行之有效的方法 < "’’%
年，F9?.2 和 /;E2..2［"］提出了一种投影 *+,,-.+ 方程
法来寻找 D==E的新的孤波解，这些解通常是两个
初等函数的多项式，而这两个初等函数满足投影

*+,,-.+方程［%］<这种方法已经被用来求解许多方程
的孤波解［"—"$］<文献［"$］的作者改进了此方法，本文
我们将作进一步的推广，并用推广的方法求解一些

D==E，得到了更多形式的孤波解和周期解 <

% C 推广的投影 *+,,-.+方程法

下面简单介绍一下我们的方法 <
步骤（G）：对一个给定的非线性发展方程（组）

（不妨设自变量为 !，"）：
#（$，$"，$!，$!"，⋯）H $， （"）

首先作行波变换

$（!，"）H $（!），! H ! I""， （%）
其中"为波速，则得一常微分方程（组）

%（$，$J（!），$K（!），⋯）H $， （(）

这里J表示 L
L!

<

步骤（7）：设（G）中得到的常微分方程（组）（(）
的解为：

$（!）H !
&

’ H "
(’I"（!）（)’(（!）M *’+（!））M )$ <（&）

其中 & 是一个待定常数，它可以通过平衡最高阶导
数项和非线性项得到［""］，而 (（!），+（!）是下述双投
影 *+,,-.+方程的非零解，

(J（!）H ,(（!）+（!）， （N-）
+J（!）H - M ,+%（!）I .(（!）， （NO）

其中 ,，-，. 是实常数且 ,"$，-"$ <
需要注意的是在方程组（N）中 ( 和 + 有这样一

个关系，即：

+% H I "
, - I % .( M（ .% M#）

- ([ ]% （# H P "）<

（#）
基于上述关系和文献［"%］，我们给出方程组（N）的如
下形式解：

("（!）H
E2,4（ I# ,-!）

.
- E2,4（ I# ,-!）M / .-?4（ I# ,-!）M 0

（,- Q $）， （R-）

+"（!）H I I# ,-
,

/ M 0 .-?4（ I# ,-!）
.
- E2,4（ I# ,-!）M / .-?4（ I# ,-!）M 0

（,- Q $）， （RO）
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!!（!）"
#$%（!"#!）

$
# #$%（!"#!）& % ’()（!"#!）& &

（"# * +）， （,%）

’!（!）" - !"#
"

% - & ’()（!"#!）
$
# #$%（!"#!）& % ’()（!"#!）& &

（"# * +）， （,.）

其中式（,(），（,/）中 % 和 & 满足
#! %! " #! &! &" （" " 0 1）， （2(）

而式（,%），（,.）中的 % 和 & 满足：
#! %! " -（#! &! &"）（" " 0 1）3 （2/）
步骤（4）：将式（5）连同方程组（6）代入方程（7），

并搜集 !(（!）’
)（!）（ ( " +，1，⋯ *，) " +，1）的各项系

数，然后令这些系数为 +，就得到了一个关于变量
++，+(，,(，#（ ( " 1，⋯，*）的超定代数方程组 3
步骤（8）：利用 9: 方法［17］和符号计算语言

;(<=$求解上超定方程组，得到 ++，+(，,(，#（ ( " 1，
⋯，*）的若干解 3
步骤（>）：把步骤（8）中得到的各组解连同解组

（,）代回式（5）和式（!）就得到了原方程组（1）的精
确解 3
注 !：当 " " - 1，# " 1，方程组（6）为文献［1，?］

中的形式，而当 " " 0 1且 #"+时，方程组（6）即为
文献［7］中的形式 3所以这里推广的方法具有更强的
一般性，于是也就有可能得出更多形式的解（至少包

含上述文献中所给出的各组解）3
下面我们将应用推广的方法来具体求解

9@A’@(BCDEF$ECG(:<（9DG）方程 3

7 H 应 用

作为一个例子，文中我们来具体研究 9DG 方
程［15—1,］

-. & --/ & 0/ &$-// " +， （I(）

0. & -/0 & -0/ &%-/// -$0// " +， （I/）
其中%，$"+是任意常数 3当%，$取不同值时，方程
组（I）包含了许多重要的数学物理方程，例如描写浅
水波耗散系统的长波方程（% " +，$"+）［12］和形变
DF:##A)$#J方程（% " 1，$ " +）［1I］3首先对方程组（I）
作行波变换 - " -（!），!" / -#. 得：

-#-/ & --/ & 0/ &$-// " +， （1+(）

-#0/ & -0/ & -/0 &%-/// -$0// " +3（1+/）
由齐次平衡法［11］可设上述方程组的解为：

- " ++ & +1 !（!）& +! !!
（

!）， （11(）
0 " ,+ & ,1 !（!）& ,! ’（!）& ,7 !!（!）

& ,5 !（!）’（!）3 （11/）
将（11）式连同（6）式，（?）式代入方程（1+）并搜集相
应的各项系数就得到了一个超定代数方程组，此处

限于篇幅我们略去该方程组 3利用 ;(<=$可求得这
个方程组的如下若干组解 3
（1）当 $! &"" +，即"" - 1，$! " 1时有解，

++ "#，+1 " ,! " ,7 " ,5 " +，+! " 0 "
$ % &$! !，

,+ " +，,1 "# "$ % &$! ! - "（% &$
!）

$ ，# "#3

（1!）
（!）当 $! &""+时有解，
（!H1）：

++ " ++，+1 " 0 ! - "（$
! &%）（ $! &"）! #

+! " ,! " +，,+ " "#"（$
! &%）

$! &"
，,1 " - ! $"（$

! &%），

,7 " !"（$
!" &$

! $! &%" &%$!）
# ，,5 "#!$" - "（$

! &%）（ $! &"）! # ， （17）

# " - 1

- "（$
! &%）（ $! &"）! #

# ++ - "（$
! &%）（ $! &"）! # & "$

! $ & "%( )$ 3

（!H!）：
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!! "!，!# "! $ "（"
% &#）（ #% &$）" $ ，!% " " "

% &" #，%# " $ #" " "
% &" # &"

% &( )# ，

%! " %% " !，%’ "
" "#% "

% &" # &$" "
% &" # &（# &"

%）（ #% &$( )）
$ ， （#(）

%( " ) " $ "（"
% &#）（ #% &$）" $ "

% &" # ) "" $ "（"
% &#）（ #% &$）" $ ，! "!*

（%+’）：

!! " !!，!# " ) $ "（"
% &#）（ #% &$）" $ ，!% " $ " "

% &" #，%# " $ #" $" "
% &" # &"

% &( )# ，

%! " %% " !，%’ "
" $"#% "

% &" # $$" "
% &" # &（# &"

%）（ #% &$( )）
$ ， （#,）

%( " ) " $ "（"
% &#）（ #% &$）" $ "

% &" #! "" $ "（"
% &#）（ #% &$）" $ ，! " !! *

由以上各组解的情况和（-）式即可求得 ./0方程的以下几组解 *
对解（#）来说，当 "$ 1 !时有解，

&## " !! ) # &"" % $" "$ ’ & ( 2345（ $" "$%）
#6785（ $" "$%）

$ & ’ 2345（ $" "$%）& (
， （#93）

)## " $ " !" # &"" % &# &"( )% 6785（ $" "$%）
#6785（ $" "$%）

$ & ’ 2345（ $" "$%）& (
， （#9:）

其中%" * $!+，而 !!，#，"#!，"#!，$#!，!是任意常数，且满足 $% ’% " $% (% $ # *
当 "$ ; !时有解，

&#% " !! ) # &"" % ""$ ’ $ ( 234（""$%）
#678（""$%）

$ & ’ 234（""$%）& (
， （#-3）

)#% " $ " !" # &"" % &# &"( )% 678（""$%）
#678（""$%）

$ & ’ 234（""$%）& (
， （#-:）

其中%" * $!+，而 !!，#，"#!，"#!，$#!，!是任意常数，且满足 $% ’% " $（$% (% $ #）*
对解（%+#）来说，当 "$ 1 !时有解，

&%# " !! ) % $ "（# &"
%）（$ & #%）" $

6785（ $" "$%）
#6785（ $" "$%）

$ & ’ 2345（ $" "$%）& (
， （#<3）

)%# " $$"（# &"
%）

#% &$
$ % #"（# &"

%）
6785（ $" "$%）

#6785（ $" "$%）
$ & ’ 2345（ $" "$%）& (

& %"（ #%"
% &"

%$ &#$ &##%）
$

6785%（ $" "$%）
#6785（ $" "$%）

$ & ’ 2345（ $ "$%" ）&( )( %

) %" "%（ #% &$）（# &"
%" ）

6785（ $" "$%）（’ & ( 2345（ $" "$%））
#6785（ $" "$%）

$ & ’ 2345（ $" "$%）&( )( %， （#<:）

其中%" * & #

$ "（"
% &#）（ #% &$）" $

!!! $ "（"
% &#）（ #% &$）" $ & ""

% # & "#( )# +，而 !!，#，"#!，"#!，$#!
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是任意常数，且满足 !! "! " !! #! #!（!" $ %）&
当 $! ’ (时有解，

%!! " &( $ ! ) $（" ##
!）（! # ’!）! !

*+,（!$!$）
’*+,（!$!$）

! # " -./（!$!$）# #
， （%0.）

(!! " !!$（" ##
!）

’! #!
) ! ’$（" ##

!）
*+,（!$!$）

’*+,（!$!$）
! # " -./（!$!$）# #

# !$（ ’!#
! ##

!! #"! #"’!）
!

*+,!（!$!$）
’*+,（!$!$）

! # " -./（ $!$! ）#( )# !

$ !# ) $!（ ’! #!）（" ##
!! ）

*+,（!$!$）（" ) # -./（!$!$））
’*+,（!$!$）

! # " -./（ )! $!$）#( )# !， （%01）

其中$" ) # %

) $（#
! #"）（ ’! #!）! !

"&( ) $（#
! #"）（ ’! #!）! ! # $#

! ’ # $"( )’ *，而 &(，"，##(，$#(，!#(

是任意常数，且满足 !! "! " )（!! #! #!）（!" $ %）&
对解（!2!）来说，当 $! 3 (时有解，

%!4 "%" ) $（#
! #"）（ ’! #!）! !

*+,5（ )! $!$）
’*+,5（ )! $!$）

! # " -./5（ )! $!$）# #

) )! $! #
! #! "

" # # -./5（ )! $!$）
’*+,5（ )! $!$）

! # " -./5（ )! $!$）# #
， （!(.）

(!4 " ) ’$ # #
! #! " ##

! #( )"
*+,5（ )! $!$）

’*+,5（ )! $!$）
! # " -./5（ )! $!$）# #

#
$ #’! #

! #! " #!# #
! #! " #（" ##

!）（ ’! #!( )）
!

*+,5!（ )! $!$）
’*+,5（ )! $!$）

! # " -./5（ )! $!$）#( )# !

" $!（#
! #"）（ ’! #! ! #

! #! " #( )#
*+,5（ )! $!$）（" # # -./5（ )! $!$））

’*+,5（ )! $!$）
! # " -./5（ )! $!$）#( )# !， （!(1）

其中$" ) )%*，而"，##(，$#(，!#(，%是任意常数，且满足 !! "! " !! #! #!（!" $ %）&
当 $! ’ (时有解，

%!6 "%" ) $（#
! #"）（ ’! #!）! !

*+,（!$!$）
’*+,（!$!$）

! # " -./（!$!$）# #

) !$! #
! #! "

" ) # -./（!$!$）
’*+,（!$!$）

! # " -./（!$!$）# #
， （!%.）

(!6 " ) ’$ # #
! #! " ##

! #( )"
*+,（!$!$）

’*+,（!$!$）
! # " -./（!$!$）# #
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!
! !"" !

" !! " !#! !
" !! " !（" !!

"）（ "" !#( )）
#

#$%"（!!#$）
"#$%（!!#$）

# ! $ &’(（!!#$）!( )% "

" !"（!
" !"）（ "" !! # !

" !! " !( )!
#$%（!!#$）（$ ) % &’(（!!#$））

"#$%（!!#$）
# ! $ &’(（!!#$）!( )% "， （"*+）

其中$, & )%’，而"，!#-，!#-，##-，%是任意常数，且满足 #" $" , )（#" %" !#（#, . *）/
对解（"01）来说，当 !# 2 -时有解，

("3 , )- . ) !（!
" !"）（ "" !#）! #

#$%4（ )! !#$）
"#$%4（ )! !#$）

# ! $ &’(4（ )! !#$）! %

! )! !# !
" !! "

$ ! % &’(4（ )! !#$）
"#$%4（ )! !#$）

# ! $ &’(4（ )! !#$）! %
， （""’）

*"3 , ) "! ! !
" !! " !!

" !( )"
#$%4（ )! !#$）

"#$%4（ )! !#$）
# ! $ &’(4（ )! !#$）! %

)
! )!"" !

" !! " )#! !
" !! " !（" !!

"）（ "" !#( )）
#

#$%4"（ )! !#$）
"#$%4（ )! !#$）

# ! $ &’(4（ )! !#$）!( )% "

" !"（!
" !"）（ "" !! # !

" !! " )( )!
#$%4（ )! !#$）（$ ! % &’(4（ )! !#$））

"#$%4（ )! !#$）
# ! $ &’(4（ )! !#$）!( )% "， （""+）

其中$, & ) )- ’，而 )-，"，!#-，!#-，##-是任意常数，且满足 #" $" , #" %" !#（#, . *）/
当 !# 5 -时有解，

("6 , )- . ) !（!
" !"）（ "" !#）! #

#$%（!!#$）
"#$%（!!#$）

# ! $ &’(（!!#$）! %

! !!# !
" !! "

$ ) % &’(（!!#$）
"#$%（!!#$）

# ! $ &’(（!!#$）! %
， （"1’）

*"6 , ) "! ! !
" !! " !!

" !( )"
#$%（!!#$）

"#$%（!!#$）
# ! $ &’(（!!#$）! %

)
! )!"" !

" !! " )#! !
" !! " !（" !!

"）（ "" !#( )）
#

#$%"（!!#$）
"#$%（!!#$）

# ! $ &’(（!!#$）!( )% "

" !"（!
" !"）（ "" !#! ） !

" !! " )( )!
#$%（!!#$）（$ ) % &’(（!!#$））

"#$%（!!#$）
# ! $ &’(（!!#$）!( )% "， （"1+）

其中$, & ) )- ’，而 )-，"，!#-，!#-，##-是任意
常数，且满足 #" $" , )（#" %" !#）（#, . *）/
注 !：据我们所知，在以前对 789方程的研究

中并没有得出上述形式解，特别是当 $" ! %"#-时 /

于是，我们不仅可以根据"和!选择不同的方程，而
且还可以依据关系式 #" $" , .（#" %" !#）（#, . *）
选择不同的 $ 和 %，这样就得到了一类非线性发展
方程更多形式的精确解，其中包括周期解，孤波解和
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类孤波解 !这也正是我们推广原方法的目的所在 !

" # 总 结

文中我们应用推广的 $%&&’(% 方程展开法研究

了 )*%(*’+,-./0.,1’23（)-1）方程，求出了许多新形
式的精确解 !此外，推广的方法还可以用来求解更多
非线性发展方程的行波解 !我们会在以后的工作中
对此进行说明 !
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