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研究了两个振子耦合的 ’()*)+’(,-(. 体系的周期轨迹与量子化问题 /结果表明，周期轨迹的作用量积分与体系

的能量有着简单的线性关系 /可以利用那些是整数值的周期轨迹的作用量积分对不可积体系进行半经典量子化 /
由周期轨迹的物理内涵出发，揭示混沌体系的残余周期轨迹具有与量子化有关的性质 /这对于认识和理解经典力

学与量子体系的联系关系及其物理内涵有着深刻而重要的意义 /
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! C 引 言

长期以来，在量子力学的框架下，人们在分子振

动以及分子光谱学领域的理论研究取得了巨大的成

功与发展 /但是对于分子高激发振动态体系，由于模

间强烈的非线性耦合，使得体系变为不可积，又由于

它是个多体体系，因此，运用传统量子力学波函数的

方法来处理它就会遇到很大的困难 /然而，近年来，

经典力学理论的发展为这种不可积体系的研究打开

了新的思路，尤其是有关经典力学混沌理论的研究，

正引导人们思考与其相对应的量子特性问题［!］/这
当中涉及到如何运用经典力学的思想和方法来研究

量子物理课题 /而分子的振动，特别是分子高激发态

的振动研究正是这一思想的合理延伸，因为这时体

系的能量高，其量子态已接近于经典的行为，同时非

线性的效应又使得振动体系展现多种奇异结构与性

质，如分形和混沌等 /因此，问题就变成如何运用半

经典的方法从非线性力学的角度来研究分子振动的

不可积体系 /这是个引人入胜的课题，而这当中典型

的课题就是有关不可积体系（混沌体系）的半经典量

子化问题 /
分子振动体系，由于非线性导致其成为不可积

乃至混沌体系 /而有关这种混沌体系的量子化是至

今尚未解决的重要课题 /量子化问题是量子力学的

重要的基本课题，它体现了量子力学体系的最本质

的特性 /同时混沌体系问题，则集中体现了量子力学

和经典力学的联系 /
对于一个不可积的体系，根据 DEF（D*-7*<*G*H，

EG)*->，F*.(G）原理，体系中的周期轨迹多受破坏而

变为混沌不规则的运动 /我们的工作［#］显示轨迹虽

然多为混沌的，但仍有大量的残存周期轨迹 /这些周

期轨迹与体系的量子化有一定的联系关系：即周期

轨迹中，短周期的轨迹的作用量的量子化（整数值）

正好可与低能态有对应关系 /此外，我们也观察到相

空间中大量的混沌轨迹的极小混沌程度也与体系的

量子化有关［0］/上述这两个观察说明，不可积体系的

周期轨迹与混沌轨迹从不同的方面与体系的量子态

有着内禀的关联 /但这些内含的具体确切情况仍不

明朗 / IA?J;,--(G 虽然在 #$ 世纪 5$ 年代即提出从不

可积体系中的周期轨迹，人们是有可能求得量子化

的能级，但是他的方法比较复杂，需要求取大量的周

期轨迹 /对于复杂的分子振动，他的方法显然是有困

难的 / 我们的方法［#］只牵涉到短的周期轨迹，虽然

主要对于较低的分子振动态有其适用性，但显然较

IA?J;,--(G 的方法简单容易 / 此外，我们所提出的相

空间大范围的混沌轨迹的极小混沌程度会与量子化
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的能级有关，则未见文献上有过报道 !这是个新颖的

视角，它从另一个方面揭示量子态不仅如 "#$%&’(()*
所言与周期轨迹有关，且与混沌轨迹也有关联 !此暗

示它们很可能是同一事物的两个方面和内涵 ! 继续

深入探索上述初步的观察是很有意义的 !
具有两个振子耦合的 +),-,.+)’()/［0］（++）体系

是一个著名的混沌体系的例子，它是具有对称性势

能天体问题的一个模型 ! 后来人们发现很多类的三

体系统［1］，当只考虑 234(-* 展开的前三项时，可以简

化 成 一 个 +),-,.+)’()/ 类 型 的 哈 密 顿 体 系 ! 和

+),-,.+)’()/ 模型相关的其他问题可参见文献［5］!
本文中，我们将详细探讨 ++ 振动体系的周期

轨迹与量子化问题 !

6 7++ 体系的哈密顿量

++ 体系哈密顿可以写成如下形式［0］：

! 8 9
6（"6

# : "6
$ : #6 : $6）:!# $6 ; 9

< #( )6 ，

这里的 # 和 $ 是振子的位置坐标，而 "# 和 "$ 是相

对应的共轭动量，!是非谐耦合常数 !如果用极坐标

表示，则由 # 8 %=-/"和 $ 8 %/’,"替换上式，则哈密

顿变为

! 8 9
6（"6

% : %6 : "6
"> %

6）; 9
<!%

< =-/<"!

对于哈密顿量 !（ #，"# ，$，"$ ），同样运用经典

运动方程来求得体系随时间演化的动力学：
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通过对运动方程的数值积分，可以获得体系的

轨迹在相空间的动力学行为 ! 可以看出，’（ %，"）势

能具有 96@A旋转对称轴，在对称元素操作下满足 (<

群对称性［B］!
我们根据轨迹的角动量的多少，可以将体系的

轨迹分为两类，分别称作“ (’C*3$’,D”和“E*)=)//’,D”

类型 !
如果运用庞加莱截面（ #，"# ）（ $ 8 @，"$ F @ 时）

观察体系的动力学，我们发现在 @ F ) F 997GB6 的范

围内，体系显示出有丰富的动力学行为：当 @ F ) F
07GHB 时，相空间主要由准周期轨迹组成 ! 随能量增

加，当 07GHB F ) F 997GB6，准周期轨迹逐渐遭到破

坏，出现小的混沌区域，最终在 ) 8 997GB6 时，体

系主要为混沌运动，准周期轨迹在相空间中仅成为

两个在混沌轨迹中间的小岛 !

< 7 ++ 体系的周期 9 轨迹

对于 ++ 体系，我们感兴趣的是用其周期轨迹

进行量子化的问题 !这首先需要找出它的周期轨迹 !
对于周期轨迹的找取，我们采用线段迭代交点方

法［H］!为表述方便我们用 "9 表示周期 9 ! 到目前为

止，我 们 共 找 到 了 0 类 不 同 的 周 期 9 轨 迹，其 中

I（“3E)J”），K（“C3/)”），和 L（“=’*=()”）周期 9 产生

于势能的最低点，而 M（“/3??()”）产生于势能的鞍

点 ! I，K，和 M 类的周期 9 是 (’C*3$’,D 轨迹，而 L 是

E*)=)//’,D 类型轨迹 !由于哈密顿势能的 (< 对称性，

共有 99 个（< 个 I，< 个 K，6 个 L，< 个 M）这样的周

期 9 轨迹 !我们分别用符号 "9
I，"9

K，"9
L，"9

M 表示 !
我们知道，体系的鞍点势能是 997GB6，所以当

) N 997GB6，体系才会有 "9
M ! 当 ) F 997GB6，M 类的

周期 9 不会产生，此时体系只有 H 个不同的 "9
I，"9

K，

"9
L !如图 9（3）所示，< 个不同但简并的 "9

K 或者 "9
I 互

相成 96@A，60@A旋转对称，而 6 个不同但简并的 "9
L

分别对应于顺时针或逆时针旋转 ! 同时，图 9（=）给

出了它们 < 维相空间投影，对于 "9
M，如图 9（?）所示，

它反映了体系在鞍点附近的局域运动 !

0 7 周期 9 轨迹与量子化

对于不同的周期，定义其作用量积分 * 为

* 8 9
6!!!#?# 8 9

6!!"# ?# :!"$ ?( )$ !

为了方便，我们分别用 *（ "9
I），*（ "9

K），*（ "9
L），

*（"9
M）表示 I，K，L，M 类型周期 9 轨迹的作用量积

分 !当我们观察不同的量子本征能级的作用量积分

时，发现这些本征能级的作用量积分都近似为整数，

如图 6 所示 !因此，我们可以运用这些为整数的作用

量积分来推测本征能级的位置 ! 这就是我们所说的

运用周期轨迹的作用量积分来量子化不可积体系 !
这个关系可以表示如下：

+9 8 @7G<690G,9 : @790B0H05；

+6 8 97@9H5,6 ; @7@6G5；

+< 8 @7G19<,< : @7@G@1；
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图 # （$）在能量 ! % &’()*’ 时的 ) 个周期 # 的 "+# 面上投影 ,图中 - 类周期 # 轨迹上的箭头表明两个不同的旋转方向 ,外围的空心圆圈是

势能 $ % &’()* 的等高线 ,（.）在 ! % &’()*，庞加莱截面（ "，%"）（ # % /，%# 0 /）观察的 1，2，- 类周期 # 轨迹的痕迹 ,此时它们分别在该截面

上的痕迹为 # 点 ,（!）在 3 维相空间中的 %#1，%#2，%#- 轨迹投影 ,此时 ! % &’()*’（"）%#4 的 "+# 和 3 维相空间投影，! % #&’/

其中 &#，&5，&3 为正数，（它们实际上是作用量积分

’（%#
1），’（%#

-），’（%#
2）），而 () 指相应的能量 ,这些等

式由图 5 的数据拟合得到 , 对于上述等式中的这种

线性关系也并非偶然的（参见文献［(］附录 -），我

们知道，作用量是能量和周期的函数，可以表示为：

!*
!! % +，其中，+ 为周期，当作用量量子化时，即当

!* % &!时，& % #，5，3，⋯，!! %!* 6+ % &!"，这正

是量子力学中的能量公式 ,我们发现，对于一个本征

能级，必有一个整数 &#，&5 或者 &3，反之未必成

立 ,这里 &3 由 &# 和 &5 限制，原因是 %#
2 给出了由

%#
1 和 %#

- 定出的能级谱图的更精细结构 ,即 &3 给出

的能级应介于由 &# 和 &5 所给出的能级中间 ,
概括地，我们可以由如下步骤将量子本征能级

重构：

7&85* 期 王培杰等：周期轨迹与不可积体系的量子化：9:;<;+9:=>:? 体系的一个研究例子
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（!）令 !! " #，!，$，⋯，我们得到图 %（&）之

能级 ’

图 $ 作用量积分 "（ #!(），"（ #!)）与能量 $ 的关系 ’ 图中的竖线

表示本征能级所在位置 ’为表示清楚，图中没有给出 "（ #!*）

（"）令 !$ " %，+，⋯，我们有图 %（,）之能级 ’
（#）在图 %（&），（,）中由箭头所连接的能级中，

插入合适的 %%（对应于 !% " -，.，/，⋯）能级 ’ 如（0）

所示 ’（1）表示总和（&），（,），（0）之能级 ’这些和（2）

之由量子力学方法所得的能级是很相近的 ’表 ! 显

示了这些能级，除能级 ! 外，其误差均小于 $3 ’ 对

于更高的激发态，由于体系的非线性特性增强，致使

上述的周期轨迹的作用量积分和本征能级的线性关

系不再成立，这限制了我们的数值计算 ’
这里的 #!( 和 #!) 的作用类似于 4)5 体系中的

对称和反对称的 #!6，#!&（详见参考文献［$］）可以将

量子能谱的轮廓定出 ’ 此处，#!( 定出了一个分布轮

廓的上沿，而 #!) 定出了其下沿 ’即 "（ #!(）的作用量

是整数的值定出的量子能级是 !，$，%，-，7，!!，

!-，$#，$-8 如图 % 中的 & 列，而由 "（ #!)）定出的

表 ! 由整数的 "（ #!(），"（ #!)），"（ #!*）所构建的能级以及量子方法所得的能级

能级 #!( #!) #!* 重构能级 量子能级 偏差

! !8#/9. !8#/9. #8997. #8#7!!!
$ $8#!!7 $8#!!7 !899#! #8#!#9
% $89+%9 $89+%9 $89-.$ : #8##+!.
+ %8#$.$ %8#$.$ $897-% #8#!%/
- %87/.! %87/.! %89$. : #8#!$/!
. %897$+
/ +8#++7 +8#++7 %897-7 #8#!+7
7 +87#7$ +87#7$ +87/#$ : #8#!$/%
9 +87+.7 +87+.7 +8797/ : #8#!#-9
!# -8#.%+ -8#.%+ +897.% #8#!-+.
!! -8/+#+ -8/+#+ -87!/ : #8#!%!/
!$ -8/97 -8/97 -87./ : #8#!!/.
!% -877!-
!+ .8#7$ .8#7$ -899!% #8#!-!+
!- .8./$- .8./$- .8/%/9 : #8##9/!
!. .8/+9% .8/+9% .8/.+9 : #8##$%!
!/ .87%-+
!7 .89979
!9 /8!##. /8!##. .8999+ #8#!++.
$# /8.#+/ /8.#+/ /8.-9- : #8##/!-
$! /8.9//
$$ /8/##. /8/##. /8/%.9 : #8##+.9
$% /87%$/
$+ 78!!9$ 78!!9$ 78##9+ #8#!%/!
$- 78-%.7 78-%.7 78--+! : #8##$#$
$. 78-/.+
$/ 78.-!7 78.-!7 78.//9 : #8##%#!
$7 787!!%
$9 787!-$
%# 98!%// 98!%// 98#$!/ #8#!$7.
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量子能级是 !，"，#，$，!%，!#，!&，"#，’% 如图 ’
中的 ( 列 )这样，我们可以将本征能谱分成了 !% 个

序列 )

图 ’ 由整数的（*）!（ "!+），（(）!（ "!,），（-）!（ "!.）所构建的量

子能级 )箭头表示在（*），（(）中由虚线所连接的能级中间插入具

有整数的 !（ "!.）的能级 )（/）为（*），（(），（-）能级之总和，（0）为由

量子方法所得之能级

表 " 是 123/［!%］和 4*5-67［!!］用半经典方法得出

的 88 体系的量子能级，可以用主量子数将能谱分

成不同的序列，每个序列具有相同的 # 和不同的角

量子数 $（ $ 9 %，: !，⋯，: #）) 需要指出的是，为什

么 "!
+ 和 "!

, 可以将量子能谱的轮廓定出？由图 "
（*）可以看出，"!

, 具有最小的径向动量 "%（这一点可

以利用极坐标得以验证），而 "!
+ 具有最小的角动量

"! )因此，我们利用 "!
+，可以将表 " 中的每一列中的

具有最小角量子数的能级重构，同样，我们利用 "!
,

可以将每一列中的具有最大角量子数的能级重构，

注意到 "!
. 的 "% ，"! 值界于 "!

+ 和 "!
, 之间，所以，利

用 "!
. 将由 "!

+ 和 "!
, 定出的能级之间的能级重构也

是可以理解的 )
对于 !（"!

;），它只反映了鞍点附近的局域特性，

对于重构整个能级没有帮助 )需要指出的是，对于表

!，我们列出的可重构的能级约占量子能级的 "<’，而

另外的约 !<’ 能级没有用周期轨迹进行重构，这是

因为我们用数值方法求得的周期轨迹类型有限，到

目前为止，我们仅观察到了上述 # 种类型的周期轨

迹，我们相信可能还存在一些未经发现的周期轨迹，

它们可能将整个能级重构 )

表 " 123/ 和 4*5-67 用半经典方法得出的 88 体系

的量子能级［!%］

能级 （ $，#） 标度能量

! （ %，%）｝ %)==&>
" （ : !，!）｝ !)==%!

’

#

（ %，"）

（ : "，" }
）

")=?>"

" )=&?’

?

>

（ : !，’）

（ : ’，’ }
）

’)=">%

’ )=&"#

$ ⋯ ’)=&?&

&

=

!%

（ %，#）

（ : "，#）

（ : #，#
}

）

#)&$%"

# )&=&$

# )=&>’

!!

!"

!’

!#

（ : !，?）

（ : ’，?）

⋯

（ : ?，?
}

）

?)&!$%

? )&>$%

? )&&!?

? )==!’

!?

!>

!$

!&

（ : %，>）

（ : "，>）

（ : #，>）

（ : >，>
}

）

>)$’$=

> )$>#=

> )&’?#

> )==&=

!= ⋯ >)===#

"%
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? @ 结 论

我们研究的振动体系，由于模间耦合作用增强，

使得体系的非线性作用加剧 ) 这种非线性导致体系

的不可积性，使得体系的周期轨迹遭到破坏 )运用传

统的作用量积分方法来量子化体系遇到了困难 )
A3B7C03B 早在 !=!$ 年就深刻思考了这种困难［!!］，并

=#?"> 期 王培杰等：周期轨迹与不可积体系的量子化：80B2BD803E07 体系的一个研究例子



用不变椭圆环面上由于扰动而出现的破洞图景来阐

述这个问题 !
我们的工作表明，当体系处于较低的激发态时，

由于周期轨迹并没有完全破坏掉，类比于上述不变

椭圆环面上的破洞不太严重，我们仍可以运用这种

周期轨迹的作用量积分来量子化 !我们的研究揭示

了混沌体系的残余周期轨迹具有与量子化有关的性

质 !这充分说明了周期轨迹的重要性 !
回顾 "#$%&’(()* 的周期轨迹理论，他就强调了体

系的周期轨迹隐含着体系的动力学内涵，并且能够

体现体系的量子力学特性 !又 +,- 定理详细阐明了

周期轨迹在体系遭到破坏的过程中的存活情况 !当
体系所受的扰动增加时，尽管此时体系的混沌程度

不断增加，但这些存活下来的周期轨迹对相空间却

起到了‘支撑’作用，是体系的运动骨架 !我们的工作

揭示周期轨迹包含着与体系量子化有关的信息 !需
要强调的是，一个量子态总有作用量积分是整数值

的周期轨迹，反之，未必成立！即当周期轨迹的作用

量积分为整数时对应的能量未必是量子态能级 !
通过这种经典的方法对不可积体系的量子化问

题的研究，我们获得了对分子振动体系动力学的更

深刻的理解 !我们用经典的概念对哈密顿体系的动

力学演化过程进行了详细的观测和探讨，从中发现

了许多在量子力学方法中所体察不到的特性 !它不

仅能够使我们从经典的角度去理解认识分子的振

动，而且这些新的视角也是量子观点的重要补充，也

丰富了我们对量子物理的认识，并且还揭示了被量

子力学的波函数所掩盖了的重要物理内涵 !不可积

体系的量子化的研究和探讨不仅对于分子光谱学及

分子振动的混沌理论研究具有重要意义，而且对于

认识和理解经典力学与量子体系的联系关系及其物

理内涵有着深刻而重要的意义 !我们这一课题的研

究也进一步说明了量子力学和经典力学之间是有着

密切的联系，而这一关系始终是基本而又重要的科

学前沿问题 !
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