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研究了新型混沌系统———*+,系统的同步控制问题 -基于 *./0,123稳定性理论，采用非线性反馈控制方法，给
出了 *+,系统实现自同步的充分条件以及控制律参数的取值范围；结合参数自适应控制方法，实现了 *+,混沌系统
与统一混沌系统的异结构系统快速同步 -数值仿真证明了该方法的有效性 -
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$ D 引 言

混沌及其应用是近年来非线性科学研究领域中

一个热点问题 -混沌系统有着复杂的动力学行为 -目
前人们已知的混沌吸引子并不多 - $)@’年，*2EB1<在
三维自治系统中发现了第一个混沌吸引子［$］；$)))
年陈关荣等［(］利用反控制方法发现了一个与 *2EB1<
系统类似但拓扑不等价的 FGB1 混沌系统；在 (%%$
年和 (%%(年，吕金虎等人相继发现了 *H混沌系统
和连接上述三个混沌系统的统一混沌系统［’，#］-最
近，刘崇新等［4］又提出了一种新的混沌系统———*+,
系统，其数学模型为

!·I!（" > !），

"·I #! > $!%，

%·I > &% J ’!(
{

，

（$）

其中 (，#，$，&，’ 为系统参数，当 ( I $%，# I #%，
$ I $，& I (D4，’ I #时，系统（$）处于混沌状态，其混
沌吸引子如图 $ 所示 -由于 *+,系统是一个新的混
沌系统，开展其动力学特性及应用研究具有重要的

理论意义和实际价值 -
自从 KB;2E/ 和 F/EE2:: 提出驱动8响应同步方

法［@］，线性和非线性反馈控制［6—)］、自适应控

制［$%，$$］、主动控制［$(］、脉冲控制［$’］等多种不同方法

都被成功地应用于混沌系统的控制与同步当中 -本

图 $ *+,混沌系统的混沌吸引子

文结合非线性反馈控制和参数自适应控制方法，分

别研究了 *+,混沌系统的自同步及其与异结构混沌
系统之间的同步问题 -

( D *+,系统的自同步反馈控制

首先研究具有相同参数、不同初值的两个 *+,
系统之间的同步问题 -设（$）式为驱动系统，受控响
应 *+,系统为

!·$ I $%（"$ > !$）J )$（ *），

"·$ I #%!$ > !$ %$ J )(（ *），

%·$ I > ( -4 %$ J #!(
$ J )’（ *

{
），

（(）

其中 )$，)(，)’ 为系统同步控制变量 -设响应系统
（(）和驱动系统（$）之间的状态误差为 +$ I !$ > !，
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!! " "# $ "，!% " ## $ #，误差向量 ! "［ !#，!!，!%］& ’
由（!）式减去（#）式获得误差系统方程：

!·# " #(（ !! $ !#）) $#（ %），

!·! " *(!# $ &# ## ) &# ) $!（ %），

!·% " $ ! ’+!% ) *&!
# $ *&! ) $%（ %）

{
’

（%）

由此可将 ,-.（#）式与（!）式的同步问题转化为
误差系统（%）在原点（(，(，(）的稳定性问题 ’若选择
适当的控制律 $ "［ $# $! $%］

& 使误差系统（%）
稳定，则响应系统（!）与驱动系统（#）实现同步 ’
定理 ! 对于驱动系统（#）式和响应系统（!）

式，若系统的非线性反馈控制律取

$#（ %）" (，

$!（ %）" ’!! ) !#（ # ) !%）) &!%，

$%（ %）" $ *!#（ !# ) !&
{

），

（*）

则当控制器参数 ’ / $ 0!1+时，驱动系统（#）式和响
应系统（!）式以指数速率渐近同步，即对于任意初始
值［&（(），"（(），#（(）］& 和［&#（(），"#（(），##（(）］&，有

2-3
%!4

5 ! 5 " ( ’

证明 将控制律（*）式代入误差系统（%）式并整
理得

!·# " #(（ !! $ !#），

!·! " *(!# ) ’!!，

!·% " $ !1+!%
{

’

（+）

为获得控制器参数 ’ 的取值范围，构造如下
,678.9:;函数

( " #
!（ !!# ) !!! ) !!%）’ （0）

将（0）式沿误差 ! 求导，同时综合（+）式，有
)(（ !）" !# !·# ) !! !·! ) !% !·%

" $ #(（ !# $ !1+!!）! )（’ ) 0!1+）!!!
$ !1+!!% ’ （<）

显然，当 ’ / $ 0!1+ 时，必有 )( / (，误差系统
（%）式以指数速率收敛于全局平衡点 ! " (，即响应
系统（!）式与驱动系统（#）式实现同步 ’证毕 ’
用 =7>27?0 ’ +进行数值仿真，设驱动系统（#）式

初始值取为 &（(）" +，"（(）" %，#（(）" <，响应系统

（!）式初始值为 &#（(）" $ +，"#（(）" @，##（(）" +，控
制器参数取 ’ " $ 0%，同步系统误差 5 ! 5 "

（&# $ &）! )（"# $ "）! )（ ## $ #）" ! ’ 采 用 步 长 为

(1((#的四阶龙格A库塔法进行仿真，,-. 混沌系统
同步系统误差收敛曲线如图 !所示 ’由仿真结果可
知，控制律（*）式能使 ,-.系统（#）式和（!）式快速单
调同步，同时由于最终误差 ! 趋近于零，因此控制
律 $ 也将趋近于零，从而不会改变响应系统（!）式
的混沌动力学特性 ’

图 ! 自同步系统的误差收敛曲线

%1 ,-.系统与统一混沌系统的同步控制

统一混沌系统是一种单参数、全域性的连续时

间混沌系统，它连接了 ,:BC9D，EFC9和 ,G混沌系统，
在保密通信等领域获得了广泛应用，因此研究 ,-.
系统与统一混沌系统间的同步问题具有重要的实际

意义 ’统一混沌系统的数学模型为
&·"（!+! ) #(）（" $ &），

"·"（!@ $ %+!）& $ &# )（!H! $ #）"，

#·" &" $（@ )!）#
{

I% ’

（@）

其中系统参数!#［(，#］，在此范围内统一系统具有
全域性混沌特性 ’根据文献［*］，当!#［(，(1@）时，
统一系统属于广义 ,:BC9D系统；当!#（(1@，#］时，
统一系统属于广义 EFC9系统；而当!" (1@时，统一
系统属于 ,G系统 ’
以统一混沌系统（@）式作为驱动系统，,-.混沌

系统（!）式作为响应系统 ’设系统误差变量为：!# "
&# $ &，!! " "# $ "，!% " ## $ #，误差向量 ! "［ !#，!!，

!%］&，则两系统的同步误差可描述为

!·# "（!+! ) #(）（ !! $ !#）$ !+!（"# $ &#）) $#（ %），

!·! "（!@ $ %+!）!# )（#! ) %+!）&# $ &# ## ) &# $（!H! $ #）" ) $!（ %），

!·% " $（@ )!）!% I% )（(1+ )!）## I% ) *&!
# $ &" ) $%（ %）

{
’

（H）

定理 " 对于由 ,-.混沌系统和统一混沌系统构成的同步系统，若同步系统控制律为
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!!（ "）" # $% #!（ $$ # $!）& $%!（%! # &!）# !’$$，

!$（ "）" #（$( # )% #!）$! #（!$ & )%!）&! & &! ’! # &’ &（$*! # !）% # $$，

!)（ "）"（% & #!）$) +) #（’ ,% &!）’! +) # -&$
! & &%

{
，

（!’）

且同步系统参数自适应律 #!为

!
·
. " # !’$! $$ # $%$$

! # $$
) +) &"（! # #!），（!!）

其中"为可调的常系数，当" / ’时，则 012混沌系
统与统一混沌系统可实现同步 ,
证明 将（!’）式代入（*）式得

$·! " $%（! # #!）（ $$ # $!）# !’$!，

$·$ " # )%（! # #!）$! # $$，

$·) " #（! # #!）$) +) # $)

{
,

（!$）

以 $!，$$，$) 和!# #!为变量构造 03452678函数

( " !
$（ $$

! & $$
$ & $$

)）&
!
$（! # #!）$ , （!)）

设!!"!# #!，显然有!!
·

" #!
·

. ,将函数 ( 沿（!$）式求
导，同时结合（!!）式有

)( " $! $·! & $$ $·$ & $) $·) #（! # #!）!
·

.

" #［!’$$
! & $$

$ & $$
) &"（! # #!）$］, （!-）

显然，当" / ’时，)( 9 ’，根据 03452678稳定性
理论，误差系统（*）式将以指数速率收敛于平衡点
$ " ’，!# #!" ’，定理 $可证 ,"
根据定理 $ 作统一混沌系统（(）式和 012 混沌

系统（$）式的同步数值仿真实验，对于统一混沌系统
（(）式，当参数!取［’，!］中的任意值时，该系统都处
于混沌状态 ,设参数!" ’:(，参数估计值 #!的初值
为 #!（’）" ’:)，两系统初始状态分别为 &（’）" !!，%
（’）" %，’（’）" # -和 &!（’）" # %，%!（’）" (，’!（’）

" %，控制器可调系数"分别取 !和 !’ ,采用步长为
’:’’!的四阶龙格;库塔法进行仿真，异结构混沌同
步系统误差及参数估计值 #!的收敛曲线如图 )、图 -
所示，其中系统综合误差

< $ < " （&! # &）$ &（%! # %）$ &（ ’! # ’）# $ ,
根据理论分析和图 )、图 - 的仿真结果可得到如下
结论：!）在控制律（!’）式和参数自适应律（!!）式作
用下，统一混沌系统和 012混沌系统的同步建立时
间短；$）控制律中的参数估计值 #!初值的选取对同
步结果无影响；)）控制律中的常系数"取值可以调
节同步系统误差及参数估计值 #!的收敛速度，"越
大，收敛速度越快 ,

图 ) "" !时，异结构同步系统误差 < $ <与参数估

计值 #!的收敛曲线

图 - "" !’时，异结构同步系统误差 < $ <与参数估

计值 #!的收敛曲线

-: 结 论

012混沌系统是一种新型混沌系统，有关该系统
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的研究还是一个开放问题 !本文采用非线性反馈控
制和参数自适应控制方法，研究了该系统的自同步

以及与统一混沌系统之间的异结构系统同步控制问

题 !本文所提出的控制律易于实现，且收敛速度快 !
如何进一步简化控制律结构以及将 "#$系统应用于
保密通信等领域是作者以后将要进行的工作 !
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